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Vorwori zur zweiten AuHage. 


Die neiie Auflage unterscheidet sich von der ersten durch eine 
zusainmeidiaiigeiide Darstellung dor allgemeinen Tlieorie der 
liitegralgleicluingeii init Hyininetrisehem Kern, die in der ersten 
Anflage stiickwoiso and gelegontlicli, witi sie gera<lc gobrauclit 
wnrde, l)ei don einzelnen Aufgabon entwicdcolt war. Sodann ist 
ein Absclmitt iiber die funktionentheoretis(dien Methodon hinzii- 
gekommen, die in oinor neucn Daratellimg dor Verallgenieiiie- 
rungen des Fonrierscdien Integrals gipfeln. 

Die wissenschaftliche Arbeit des vergangenen Jahrzehnts babe 
icb gepriift und, soweit sie in den Ilabmen des Werks paBto, be- 
riicksiebtigt. Audi babe icb mein sacbliches und geschiclitlidies 
Urteil iiber inandu^ beini Krscboineii der ersten Auflage sebon 
vorliegende Arbciteii geiindert und aus ibnen reiclilicdier gesdidpft 
als datnals, 

Wesentlicbo Forderung vtuxlanke ieb wio liei der ersten Auf- 
lage der Mitarbeit nioiner Schuler, iiber die icb in den Amner- 
kungen beriebte. Mdge denn aucb die neue Auflage wio die ersto 
liOser und Freunde linden, die niebt nui' fortigo Biitzo suebon, 
sondorn sich anregen lasson zur Weiterarbeit an dein unor8cbt)i)f- 
licben Vorrat mannigfaltigor und docli dor allgemeinen Fbcorie 
zuganglicher Aufgabon, die lumer (legenstaud darbietet. 

Breslau, im September 1922. 

Adolf Kneser, 
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Erster Abschnitt. 


Integralgleichungen iind lineare Warmeleitiiiig. 


§ 1 - 

Warmeleitung und Warmequellen. 


1st n die Teniperatur eines geraden Stabes von der Lange 
Eins, der einer Umgebung von der Temperatur Null eingebettet 
ist; bedeutot ferncr x den Abstand von einem seiner Endpunkte, 
t die in einer gewissen Einbeit gemessene Zeit und b eine Kon- 
stante, so gilt die Gleichung 


d u 
~dt 


und der ball b = 0 bedoutet, dab keine Warme seitlicb aus- 
gesti'alilt wird. Diesc Gleichung beruht auf den Annahmcn, dab 
die seitlicho Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist, 
und dab der Warmeflub kings des Stabes, d. li. die in dor Zoit- 
cinlieit (lurch den Quorschnitt in der lUchtung wachsender x durch- 
tre^tende Warmemenge der Grobe — duldx proportional ist, von 
der sio sich nur urn einen positiven, durch das Material des Stabes 
bestimmten Faktor unterscheidet. 

Ist die Grobe du/dx an der Stelle x = ^ stetig, so kann 
man dioB durc-h die Gloichungen 

d u. I I ^ ~ 

(:) a; I ’ c);ri dx. 


ausdriicdcon, indcin man die an das Sul)HtitutionBZ(Ucheu geheiteten 
Symbolo ^ — 0, g d- 0 \vi(5 gewidinlich daliin deutet, dab die un- 
abhangige Variable von unten odor ol)(m lier gegen den Wert ^ 
konvergiert. Physikalisch bedoutet diose Gkuchung, dab von der 
Seite her, sagen wir von links her, ebensoviol Warmo in 

don Quersclmitt x == | heroinstniint, wio nach rechts abstromt. 
Soil daher an der Stollo x — ^ cine Wiirmeiiuello liegen, d. h* 
soil irn ganzen aus dein Querschnitt x — ^ eine Warmemenge 

Kiu^sor, lnt<*gralgloi<!hungt*n. 2. Aull. 
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ausstromen, die die einstromende urn eiiien konstantc^n lletrng 
iibertrifft, so mufi eine Grleichung yon der Form 


dtt 

ox 


S + o 


du ^ 
dx 


4" const. 


gelten, speziell etwa die Gleichung 

0 X I 0 

(lie eine Wilmeauelle von dor Krgi(ibigk(iit. Imiih (lolinitn-eii niiigo, 
indem wir die links stolicndo (IroCe allgomoin als Krgiobigkiut 
bozeichnen wollcn. 

Die Warmebewogung nun, die duroh Quelloii uud eineu bo- 
liebig angenommenen Anfangszustand borvorg(u-ufeu wird, ist, ('.rst 
bestimmt, wenn Tiber die Art des AuhIIussch dor Wiirmo aiiH don 
Enden des Stabes Bostimintos vorausgesctzt wird. Indoiu diis 
Substitutionszeiohen auf die Variable x bezogcsn wird nnd diiroh 
h und H positive Konstanto bezeicliiujt wc'rdon, kiiimen dicj wich- 
tigsten Falle in folgendcr Woiso gokeimzeiohnet werdon: 

(A) 

(B) 


M 1 0 — it I 
|0 


0 . 


M 


(C) 

(D) 


du 

dx 


du 

dx 

— hu 


0 , 

_ 

0 *! 

) 

= 0 , 


du 

Tx 


0 . 


du 

dx 


JIn\ 


Die pliysikalisclio Bodoutmig dnvsc'.r (»l(U(‘hung<ni auf 

der Hand: die Enden des Stahos wcnhni auf dt'r IVinint” 

ratur Null gelialten odor adiathennan betltudd. ndur lasHiui Wlirum 
ausstralden. 

Speziell werde ange.nonunen, die Wilrmevorteiluug std Htatiuniir, 
u also yon t unabliangig, und an der x ~ ^ li(*ge Quells 
yon der Ergiebigkoit Fins. Dann hat man zur Bt^Hiiinmung der 
Temperatur w die Gleichungim 

_ //j 10 — 0 : I 

dx^ 

und eine der Randbedingungen (A), ...(10 orfiillen, in dmiiin 
u durcb w zu ersetzen ist 

Diese Aufgabe ist in alien Fallen leicht zu lemon. Die Urobt^ ir 
wird auf den Strecken yon a: = 0 bis a; = | und yon x | his 
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X = I verschiedene analytisclie Ausdriicke darbieten, im Punkte 
X = ^ aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig 
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus, 
dafi die an einer der Stellen = 0 und = 1 verscbwindeudeu 
Integrate der Gleiclmng 

(1) 

in der Form 

const, ©iit h x^ const. Silt t (1 — a:) 
dargestollt werden konnen, wobei die gewdhnlichen Zeiclien 

— (]-n £;u„L. 

^n\u— , (Vofr^— 

eingefuhrt sein mogen. Bollen min jeno beiden Ausdriicke an 
der Btelle i dieselben Werte liaben, so miisseii sic die Form 
const Sin (I — ^) Sin b x, const Sin /> (1 — ii;) Sin 6 i 
mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung 


an, so findet man fiir .r <; ^ 

Sin 6(1 — Sin hx 

w — ^ ^ , - , 

6 ^>in 6 

ITu* X ^ dagegen 

Sin 6(1 — :r) Sin6£ 

w i -• ■ / ‘ ' 

6 6 

Im Falle 6 -- 0 erliiilt man spoziell die fUeichungen 
=r ir:(l 

w — til —x), X > I 

Beide Ausdriicke tr, der allgemeine wie der spezielle, sind in 
X und t ollenbar syminetriHch. 

Li'geu wir fenun* die Kandbedingung (0) zugrunde, so ist 
davon auBzugelien, daB 

Foj 6 .r, Fo} 6 ( I • uf) 

die Integrate der Gleiclumg (1) sind, deren Ableiiungen an einer 
der Stellen x : ™ 0 und x * 1 verschwinden; daraus folgt leicht 
_ (Soj6(I 

' “ l>Bmb ' ■' 
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Ernter Al>8clinitt. 


Hier kauu nicht olmo weitcres h -- 0 g(^setzt wonUni. Daa 
entspricht der Tatsache, daC im Fallo (0) boitlu KihIou (U^s Stala-a 
adiatheman bedeckt sind, ciuo Quelle also keincu Htatioiiiu-cn 
■Warmezustand ergeben kann, weim koine Wilnno Kcitlicli aua- 
gestrablfc wd. Wolil aber gilt die (lloicbutig 



bezeiclmet man den liiordui-ch lilnga dos ganzoii Staben dafiniort.en 
Ausdruck durch w, so findet man leicbt 


d>w ^ dw ^ 

dx^ ’ dx ; 


d ir 
dx 


0, 



Auch diese Grbbe ist pbysikalisch leitdit. zu douli'n. Sicht 
man — 'id als Tomporatur an, so ist die in das Kloniont <1 x dundi 
Leitung eintretendo Wiinnoniengo der Griille 
_ d ti; . 

dx laj * dx’^ * 

proportional; wenn daber in diosom Element noch eine mit dx 
proportionale Warmemenge etwa als JouloHcho Wilnno eines 
galvaniscben Stromes erzengt wird, and dio IVoportionaJil.'ils- 
faktoren angemessen gewiiblt wcrdcn, so folgt 


d^iv 

dx'‘‘ 


d.r I dx <1; 


d. li. die eintretendon W/inneinongfm, die von ladlung imil Strum 
berriihron, habcu dio algobraiselio Suiiune Null; dii^ 'roniinTalnr 
jeder Stelle ist von dor Zoit unabbilngig. Man kann also • ir 
als stationare Temporatur boi dor (Ironzbodingung ((') ludrai’liton, 
wenn eino negative Quelle wirkt und aullerdom iibi'rall eino kon- 
stante Warmemenge ctwa durch oinon Strom erzongt wird. 

Wir bezeiclinon den Fall (G) boi der Annalime A als 
den ausgearteten, da or analytisch wio physikaliscdi den nmlm-mi 
Fallen gegeniiber als Ausnahmo orsoheint, dio slots bosonders zu 
"ntersuchen ist. 

Bei den Bandbediugungen (B) und (D) bo.schrankon wir tins 
den Fall 6 = 0 und erhalten bei erstcrer 


w = a:, .« < tv X '> 


t- 

f, I 
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§ 2 . 


§2. 

Hilfssatz aus der Integralrechnung. QuellenmaKig dargestellte 

Funktionen. 

Die Syimncti’ie der erlialtoiion AuBdriicko bezuglicli dor bei- 
den Arguineiite a- und | ist keiii Zufall. Uin sie als notweiidig 
eiuzuKolieii, bogiinien wir niit eiuoni oiufaclien Lemma a,llgeineiiien 
Charakters aus dor Intogralrecluiuiig. 

Ist die Funktion fx an dor Stolle § so unstetig, daC die 
(Jreiizworto /’(^ + 0) and /*(! •— 0) oiidlich imd bestimmt sind, I 
wahrend die Ableitung fx an der Stellc | stotig bleibt, so gilt ^ 
die gewbhnliche Grundgleicbung der Integralrechnung , 

h 

fb — fa j f\v,d x 

inir, sola,ng('. die Streedeo von a bis h die Stello ^ nicht enthalt. 

Ist dies der Fiill luid ist ^ die (dnzige Unsttdigkeitssielk^ zwischon 
a und so zerleg(^ man das Integrationsintervnll durch den 
Wert ^ in zw(3i doilo. Dann gilt zunilchst die (Jleicdmng 

in dem Kinne, dnB filr dor Wert genommeu wird, gogoii den 
fx k()nv(‘rgiert, wenu man x vom innern des Intc'grationsinter- 
valls des KdzLni Integrals g(‘gen luM’anriudven liibi, also genauer 

/'e- <>j ja j 

ft 

Kbenso Ihidet man 

h 

l'l> /’(l l ") 

h 

fh-fu 0). /(I ()) ..(- ^f’.r.dx 


bei letzterer 


10 


IV 


h + JlXhH ' 

7/ + 7t ir ’ 


also aiich 
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Krritor Ahrtchniit. 


^ :jf, ^ 

Oder \fx.ilx = fx\ ! /'■>' 

ja ' * f 0 (I ^ I «> 

Wir wenden diese Formel auf oine der in i? 1 hcrgcslolltcn 
GroiSen iv an, die wir, um die Abhaugigkeit vou dor ihmtotigkoits- 
stelle vor Augen zu haben, durch K(x, $) und nls (« rooiisclie 
Funktion bezeichnon wollen; |), A'"(.r, |) soion die Ali- 

leitungen nacb dem ersten Argument. Dnnn hat, man die (ibdi’liuiig 

(1) /C"(.r,^)-/;=>A'(.c, S) . - 0, 


und wenn K(x, ?/) eiuo (ilroenschc Funktion mit !indi'n«r Fti- 
stetigkeitsstelle bedeutet, die dienelbon (irenzljedingungon erfiillt, 

(2) K"(x,ri)-b^K(x,ri)....i). 

Bei der soeben eingefiihrten Vorausaetzung verHchwiiuiot dor 
Ausdruck 

M~ K' (jT, I) K (x, ri) — K (a:, f) K' (x, ij) 
an den Grenzen x — 0 und ic = 1, und gelten die (iloitdiungou 


'/ n 


i»/ + i> 


1. 


Nun ergibt sich auB den Gleichungen (1) und (2), indom 
man die erste mit K(x, tj), die zweite mit JK(x, f) multipliziert, 

E" (X, 0 E(x, v) - K" (.r, ri) K{x, =■-. 0, 

und die linke Seite ist die offenbar stotige Al)leituiig doH .an den 
Stellen ^ und jj unstetigen Ausdruc.ks it/. Das sotdxai hnwicsoiio 
Lemma ergibt also 


0 1 1 A" (X, K(.r, ,i) K" (.r, ,y) K (,r, -D | d ' 

0 

ilfl 


I 4 — » ,, — II 

• f M M 

" « I 0 ,, i » 


Oder, da, wie bomerkt, die Gleichungim 
M\0 d/ | " 0 

gelten, 


A/ j +M 
I {+11 


>( 0 
li f D 


fiir den 


Dasselbe Itesultat ergibt sich aucb im auHgtnirtctt'U ialto, 
w — K(x, g) 
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§ 2 . 


gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen 

1 

K"{x, ^) — 1 = 0, J K{x, ^)dx = 0. 

0 

Eine weitere Eigenschaft der Green sclien Funktionen K 
zeigt sich an der GroJJe 

1 

Fx ~ j K{x^ a)fa,da^ 

0 

in der uiiter fa eine Funktion verstanden werde, die aiif der 
Strecko von 0 bis 1 gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt. Urn 
diese be(j[ucin formulieren zii kbimon, wollen wir fx aiif einem 
gewissen Gebiet, etwa der Strecko von .t = 0 bis ^ = 1 stuck- 
woise stotig nonnen, worm diose Strecko dixrch eine ondliclie 
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zeiiegt wird, iimerlialb 
deren die GrolJe fx stetig ist, wahrend sie einem endlichen 
Grenzwert zustrebt, wenn man sich von einor beliebig gewiililten 
Soite her einem der Teilpunkte annahert 

Die stiickweise stetigen Funktionen durften die allgemeinsten 
unstetigcn Funktionen oiner Variablen sein, die in den Anwen- 
dimgen vorkommen. 

Wenn nun fa auf dor Strecko von oc = 0 bis a — 1 stuck- 
weise stetig ist, so gilt die Gleichuug 

1 

F'x = J K'{x,oC)fa.(la, 

0 

wie man erkennt, wenn man Fx aus Integraleu zusammensotzt 
in deren Intervallen der Integrand and seine ersten Ableitungen 
stetig Bind. Schreibt man diese Gleichung in der Form 

tf I 

/* ' X — j* 1C a) fa ,(l a | j IC «) / « .<i a ^ 

0 .t* 

so ergibt sicli aus ihr fur eine Stelle, an der die Funktion fx 
stetig ist, 

F'^x r= j* ( r, a) fa . da K* (./*, r 0) fx 

(i 

I 

b J K'" (.r, a) fa .da—- K' (x^ x f 0) fx , 
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Erstur Almrfmitt. 


Oder mit Riicksiclit auf die Difforentialgleiclmiig, der di(^ (iroIJc K 
unterworfen ist, 

1 

F"x -z Ip ^ K{x^a)fcc.da -f \K/(x^x — 0) — K^(j\x | (i)/> 
0^) 0 

==:b^Fx + [/v' {X, X 0) -- (X, X f 0)1/ .r. 

An den Unstetigkeitsstellou Ton fx bloibo die (JriHie umlrfuiiort. 
Nun hat dor Kern K(x, r/.) in allc*u Falbni den § I die* Form 
(px.^ja Oder jo luichdem x a odor x: "> a angtoioumum 

wird, nnd <px^ i^x sind auf der Htnudio von x r o bin x i 
mit iliren Ableitungeu stetige Funktioneii voii x\ alno gcdtcoi 
entsprechend dem Grdfienyerhaltnis tier Werto x mid « ilie lic^* 
ziehnngen 

K'(Xj oc) — q)'x\ i|»«, X • «, 

I{'(x, «) -3: X 

und liieraus ergibt sich 

K'(x^x — 0) -3 liin 7v'(.r, .r— - f) - lim (pxAt'{x- i) 

H*0 r jO 

a.') lim K'{X‘^i'.^x) lim t) " 

e:r:^4-0 

somit folgt 

K'{x,x--0) = K'(x + 0,x), 

und ebenso 

K\x,x + 0) = 

was natiirlich auch aus deu oxpliziten in § I gc^gcdHoim Auh 
driicken von Jf verifiziert werdou kanrn I)i(‘, (neicliniiiif {:i} orgibt 
also an jeder Stetigkoitsstollo diu* l^uiikiiou fx 

F^'x — lAFx r- fx, \K'{x ■ - 0, X) K'(x 1 0. xj | fx, 

und dasselbe Resultat ergibt sich auel^ wtmn man K(x, {) a 
setzt, 80 dafJ K^' = l, h -- 0, unter der VorausHcitziiiig 

1 

^fa,da -- 0. 

0 

Der Ausdruck Fx kann offenbar iiIh die '.rmuiieratiir getiimtet 
werden, die erzielt wird, wenn die gauze HtrtHdcc^ von 0 Im 1 mil 
Quellen von der Ergiebigkeit fx Imlegt wird, derem jinle iditen 
stationaren Zustand hervorrufi Katm eine Funk! ion von x in 
die Form Fx gebracht werden, so sagen wir, sio 8oi t| nolle n- 
maBig dargestellt oder auch kurz quellonmiiBig* Sie orfiillt 



Liaearo Warineleitung. 
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2 . 


(lann ofTeiibar dieselben Greiizbedingungeu wio die Funktion 
K{x, I), mit der sie gebildet ist, imd bat stetige Ableituiigeii 
crstoi' mid stiickweise stotige zwciter Ordnxmg, da fx stUckweiso 
stetig sein soil. 

Umgekehrt liifit sich eine stetige Funktion die eine 

stetige erste und stiiokweiso stetige zweite Ableitung besitzt mid 
die Grenzbedingmigcn der Grbbe $) crfullt, quellemnaBig 
darstellen ; im ausgearteten Fallo AT = iv ist die Bedingmig 

1 

(4) j 0 a, (1 06 == 0 

0 

iHiiziiziifiigen. 

Holioii wir YOU, (liesom .Fall n,l), ao ist die GrdlJe 

fu! //UP,X 

stuckwtdse stetig. Multipliziert man sic mit JC(ir, g) iind addiert 
sie m beidon Seiten der mit inultiplizicrten Gleichuug (1), 
so ergibt sicli 

0 X . iC " (x, ^ 0" .r . K (x, I) K (x, I) fx, 

[0 .r . K' (.r, - lb' .r . /v (.<•, 1)1 K{x, fx. 


liitogiicrt mall mid bmiutzt das obigo Ijeniina dm- Intogralrocb- 
iimig, HO folgt 

1 0 ,r . K' (.!•, i') — <l>' x . A' (.r, 1 1 ! d» .r . A'' (,r, | ) 

/r\ I" 


-J A'(.r, ^) fx.(lx. 


Das erste Gliod der liiikoii Beite Terschwindet aber, da die Fmik- 
tioii dieKolbi'ii Groiizliedinguugen wio die Greeiisclie Funktion 
erlTdlen soil; Koniii. ergibt sic.li 

! 

-/v'(n <b$)| I A’ (.r,^) />../. r, 


d. }u <lio 
Im 

Gleichun 


Funktion 0 (mseheint ({mdleimiabig darg(esi(41t, 
ausgearieteu Falle. ist dies (Ueitdiung (1) (iurc*h 


die 


zu (‘rsetzen; das in dc*r (ibnehung (6) hierdurch erHcheinendo 
(ilitid YCTHcliwindet bei der Voraussetzung (4), nml man orliiili 
dassedbe Uesultat wie Yorher. 
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KrHtiu- AbHchnitl, 


iJbergang zu den Integralgleichungen und einfachsfe 
Bigenschaften derselben. 

Nach diesen Vorbereitungeii nehinen wir das I'nibli'iu (Ut 
linearen Warmeleitung wieder auf und sucbeu tlfingctniili I.riHuugi>u 
der Gleichungen 


die einer der Gronzbodingungou (A), ...(!>) dim ji 1 untcrwinibn 
sind. Dazu fiihrt der klasaiacho Ansatz vou Daniel Hornoulli 


w = T.cf^x, 

in welchem T von t allein abluingt. Man tindet Hofort. 


I (IT 
T (It 


i 

q> \(l 



und beide Seiteu dieser Gleielmng iniisson, da sie von vcrscliit*- 
denen unabhiingigon Variablen abliilngen, dorsolben Koustanten 

gleich sein, die wir etwa durch ,a bozeiehmm wcillcii. 

Dann crgibt sick weiter 

T— e- 


( 1 ) 


d^<p 

dx^ 


+ ftqp 


= 0 , 


und die Grofie <p muB dieselben Grenzbedingungon \vi<* n it- 
fiillen. Sehen wir von dem Fallo ft 0 ab, (ho' oilVnbar, da </) 
stetig ist, zu dem trivialon Ergobnisst' q> - conal. fiihrt, m fidgt, 
aus der Bedingung (G) 


J 


<p (lx 


1 (/(/' I 
fl dx n 


II; 


wenn daber die Funktion 9 mit ihren orflten hoidcii Ahleitungmi 
stetig ist, so kann sie nach § 2 in alien Fiillen, anch dem niw- 
gearteten, quellenmilBig dargestollt werden niittelH der zu der be- 
trefienden Grenzbedingung gehdrigon Groensclion Fnidction, etwa 
in der Form ^ 

(2) 9 a” = j A' (r, «) /'« . f/ «. 

0 


Hieraus folgt nach {5 2 
(/«* 


h^(px 





Lineare W^rmoloituBg, 
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§ 3. 

kombiniert man dies Ilesultat mit der Gleichung (1), so er- 
gibt sich 

fx — + il)(fX, 

und aus der quellenmaCigen Darstellung (2) folgt die Beziehung 

1 

(p X — I j Dc)(poc, d a, 

0 

I = 

zu setzcu ist, und die wir als homogene lutegralgleiclning 
mit der Uiibekaimten <jp bozeiclmen. Die Greoiischo Fuiiktiou 
K{:x\a) hoilit der Kerii dor Integralgleiehung, jcde wtetige 
Ldsimg <px eiue Eigenfunktion dos Kerns und die Konstante /I, 
deren Wert zunacliat unbokaxmt ist, dor zugehbrigo Kigenwort. 

Die durchgefiihrte Argumentation zeigt, da(J, abgesehen von 
dem Ealle 99 — const., jade der gesuchten Funktioneu cp eine 
Losung der Integralgleiehung (3) ist. Aber auch das Umgekehrto 
gilt. Denn zunachst erfiiUt jede Eigenfunktion dieselben Grenz- 
bedingungen wie der Korn, was, wenn dieser an einem Ende des 
Stabes ver8(‘hwindet, unmittolbar orsiclitlich ist. DaU dasselbo 
auc.h flir die anderen Gronzbedingungen gilt, zeigt die Gleichung 

» I 

(j/ ;/• -r I j* K (a*, a) (p a.da-\- X j* K (;r, a) cp a . d a 

0 . a- 

1 

— X ^K' a) <p a Ala -f- ^ (-G x— -{))-- K (.r, x f 0) | 9 x 

0 

1 

-T X j A” ' (rr, a) (p a . d a. 

Iiu Ealle (0), h — 0 hat man aiuBe.rde.iu die Glt‘ichung 

I 

K {x^ a) da — 0, 

also auch fiir jede Kigonfimktion 

1 

f (p uaIcc 
(» 


(3) 

in der 


0, 
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KrnU'r Almchuiit. 


§ H. 


Soclaiin ergibt die Intogmlgleicliuiig (:i), iiub'iii mini ihre 
reclite Seite init der (JrdBe Fx des § 2 


(t^Cp 


h'^cpx 


Oder 


(I- (j) 


X (p X 


(u I 


0 , 


woniit das Bohaupteto bewieseii int. 

Urn die Verbindung /.wischou dein KandwiU'tpriddi'ni suul der 
Integralgloichuiig als fruchibar m erkeniieii^ ginuigt en, tniiige 
dor einfaclisteu Kigeuschaftim dor Integralgleirhuugcni nut Hlefigt in, 
symmotriscliem Kern zu eutwick(dn. 

Es seicn etwa <pni^ <Pn zwid m dcni vi‘rstdu«*tleufH Eigen- 
worten iind gohdrigo Eigonfiud<tioueii) <lio wir nurnuert 
amiehxnen kdunon, d. In bo bastimint, dali die ( ihdchung 


j(f/; a)- (I a 


I 


gilt. Das ist nidglich, da jede Eigeufuuktion, mit einer Ktne 
stanten multipliziert, Eigenfunktion bleibt Daati gelteu die 
Gleicbungen 

1 I 

(p^x — /l,H j K (a?, oc) a.da^ <pn x ~ X,, j K f.r, ) n ,, . 


Uin don allgomeinou (lliarakier der an «lir IrtzUn di 


tirei 


Gleiclumgen zu knupfonden Eulgeiaingiai luTvort rt*f en m laswag 
wollon wir sio in (Ua* indx'stinimUai I'orni 


( 4 ) 


j ((/; «)- da — 1 , x J K f .i\ a ) r/ , f / a, 
(pnX — X„ j K (x, a) a , da 


schreiben und foBtsetzen, dali das unheHtinunte IiitiMU-iilzfdehen 
stets die Integration Tiber duHjonigi^ (lebicd. liedinifi% Ann in der 
Integralgleichung zngrundo gidegt wird und ills G ruinlKeliiei 
bezeichnet werdo. In den bielier hehandelieu Eiillen ist diiK 
Grundgebiet die Streeko von x ■ - O Ins L Xielitn Idfidert 
aber, das Grundgebiet aucli inelirdininnHional zn nehmen, wtdiei 
dann x und oc nicht Variable, Hundern Stellen t!ie.i*s Gebiefs 
bedeuteu. 


Linearo WilrmclGitung. 


13 


§ 3 . 


Multiplissiert man nnn die zweite der Gleichungen (4) mit 
die dritte mit nnd integriert iiber das Grund- 

gebiet, so ergibt sicli 

J q)nX ,(pyf^x -dx — Xn^m^doo ,yK{x^a) 

Xm\ (pm^-9n^^dx — X^ X^ j d X . g)niX . j K (x^ a) cpnOc,da. 

Da ferner die Funktioneii K und 9 im Grundgebiet stotig sind, 
kann man auf der rechten Soite dioser Gloichungen die Into- 
grationon vortauachon, nnd erkennt so, daJ[5 die rechts stelienden 
GrbiJon glcicli sind. Daraua folgt sofort 

(^m ^)0 j 9m X- 9n'X . dx — 0 , 

nnd, da X^ von verschioden ist, 

^ -dxc — 1 ). 

Eino solche Dezieluing zweior Eunktionen bezoichneu wir als 
Orthogonalitat imd sagen demgemaJB: Zwei zu verschiedenen 
Eigenworten gehorige Eigenfunktionen sind zueinander 
orthogonal. 

Wiire nun oiner der Kigenwertc komplex, der Kern aber 
reell, so wilro oITenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima- 
giniiro (iriKk) (un Eigciiiwert, und die zngoliichigo Ikgenfunktion 
zu dor dem eratoreu Wort zugehbrigem konjugiert. Boido Ikgen- 
funktionen wiiren fornor, woil zu vorschiodenon Eigonwerton ge- 
hdrtuid, zuoinander orthogonal; es verscliwando also das Integral 
des l*r()dnkteB zweier konjugiert imaginarer GroBen, was unmdg- 
lich ist. Die Eigenworte einos roellen symnietrischon 
Korns sind also reell. 

Aus den erhaltenon Siitzen gowinnt man die Iloffnung, eino 
willkiirliolu^ Funkiion auf dem Grundgebiet nacdi dem Eigon- 
funkiioneu erniwiedceln zu kdnnen, wenn dit^so in unendlicher An- 
zahl vorhandem Hind Bonn inaeht man elon Ansatz 

1,0© 

f X - - ^ n 9 ft X} 

n 

und integriert, naclulem man mit 9^x multipliziert hat, glied- 
weise, ho fimhd man fiir den Fall, daU die Eigenfunktionen alle 
zu veu'Holiiedonen Eigonwerten gehdren, 

J / fx . 9m • d oc 1,1 J (9»i ^)* d oc - • /iw* 
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KrHtor AhHcbnitl. 




Eine mit dieseu Kooffizienti'ii goliildcte EiitwiddunK hciUo 
eine Fouviersche iin -woiteren Siuno d(‘s Die <Tlialt(Mi6 

Ileihe wird bosondora einfach, wetm man 

/'a; = //) 

setzt. Danu feidet man nilmlicb 

An— \K{n, !i) f„ « . (/ a - " ■' 


nnd die Fouriersche Entwieklimg dea Kin'iis niiumt fnlgende 
Gestalt an: 


Dieae Gloicbung wollen wir ala bilinearn Formel, ihre 
rechte Soite als bilinoaro Roihe bezcichnen. Sin iat natiir- 
lich ebensowenig bewieaen, wio die FourierMclm Kntwickhuig 
von fx. Aber eine iat schon bier zu uberHeheu. Gilt dio bilineare 
Formel unci konvergiert die bilinearo Iteilu! gleichmilBig odnr Hogur 
gleichmaliig und abaolut, so kaun mit eiunr beliebigen Htotignu 
Funktion fv. die Gleiohung 

Fx = I Fl (», a) /■« . d « = ~ - j fa . . d« 

angesetzt vrerden, und die Integralgleichung ergibt 
I Fa. 9„a. da = I q3„«.d« j A'(a, ji)f[i.<li{ 

= ^f(i.d(ijKia,ti) fnu.da 

Die Koeffizienten in cler Entwi(4{lunf( vt)n F.r nini! nlnu narli 
der Fourierschen Regel geWldot, und an ini uniur tunur dur 
ansgesprochenen Voraussetzungon bc^traffB dtn* hiliai'amu I^Virimd 
bewiesen, dafi jede qnollenmalJig <larHtulIhiir«! FiinklicHi 
in eine gleichmaUig oder glaichmiiUig tnid itliioliii kuii** 
vergente Fouriersche Reihe cntwickelt werdt'ii kaiin. 

Dasselbe gilt also nach §2 von jeder don nroir/Jifnlini^uiigon 
unterworfenen Funktion, die cine stetiga arsto und Hliiokwaifii' 

stetige zweite Ableitung besitzt. 


Lineare WS-rmeleitung. 
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§ 4. 


Die hiermit angebahnte Entwicklung einer willkurlichen. 
Funktion wird auch beim Problem der Warmeleitung erfordert 
Man bildet eine Losung von der Form 

n 

und sucbt sie in einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. b. 
die GroJBen An so zu bestimmen, daJB man zur Zeit ^ = 0 eine 
gegebene Funktion fx erlialt. Das leistet die Gleichung 

n 


4. 

Anwendung au! gewohnliche Fouriersche Reihen. 

A 

Die durchgefiihrten allgemeinen Botracbtungeii wcnden wir 
auf (lie (Irei Grenzbedingungcn (A), (B), (C) an, indem wii* b = 0 
setzen. 

Im Fall© (A) ist der Kern nach § 1 durch die Gleicbungen 
K (.T, ^ — X a 

7C(.r, g) = 1(1 —.(■), x>^ 
dcfinicrt, iind die l^igoufunktionen sind die an den Stellen x 0 
uud X — 1 v(irschwindenden Liistingen der Gleicbung 


( 1 ) 


dx^ 


+ 9 0, 


also die GrdBcn 

const. Binnjra:’, 

in denon n eine positive gauze Zalil ist, oder, wenn man normiert, 

^2 sinnsr^r; 

der zugeluirigci Eigenwcu’t iat dann nach H 

'lu ■ 

und die bilinean*, Fennel dmnnach 


C^) 


K{x, 0 -■ 


2 Hinn?r;r.sinn3r| 

Jt'I 

n 


indem links einer der Werte (1) einzusetzen ist. 

Diese Gleichung liiBt sich direkt boweiaen, indem man von der 
(d(unentaren Fennel 



COB V X 


sin (h + i) 
2Hm^x 
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KrHttn* Almehnltt. 




ausgeht, die man aucli auf folgonde Weint! Kclirciltt'n kanu: 

Hin(w Ha)-' ( 8in(n j ,; ) .c . d» .t ; 




cos T X 


dabei ist die Fmdctiou 0x init ilirer Ablcitung Htidig auf jcder 
Strocke, die init a; = 0 bcK'iniit und idcht bin an die Stidle 
a: — 2 je horanreicht. Intogriert man mm, ho orgild. sich 




+ 


(n I 


(3) 




und das letzte Integral dor rcchton Snito winl, wio dit> fUendiung 


I d) a: . sin (u ] .v d x r— (t> 


cos (a 1 


J « + i 


zeigt, mit wacbsenden Werten von n beliebig klein. Boi positlv^n 
Werton von x, die kleiner als 2 3r bleiben, erbillt man (lalicr din 
Gleicbung 


J + S 


Sin n X 
n 


sin i( 


K 


(I //, 


und wenn x ein beliebiges zwischnn dim <Jn‘nz<‘u t) und gi*. 
legenes Intervall durchlauft, dns keinuu dicHer W urtu .sidlwi uni- 
bait, konvergiert die erbalteno Iloihe, wia man ann df’r Ktuiind {:i| 
leiebt ersiebt, gleichmilBig. Als Wort dos Intognds auf drr rtHditfH 
Seite wird sofort Itc gefunden, indoin man x ~ ■ ?r Md/i. 

Aus der erbaltenen Gleicbung e,rgiht sicli winter, wmin .i„ 
und Xi beliebige Werte zwiBcheii 0 und 2jr sind, indinn mnn 
integriert, 


cos nxQ — (a)s nXi 
4 ^ n'i 

n 


.jd'i -'-.d. 


Hier konvergiert die links auftndmulc Ucilm in bclicbigmi 
Gebieten der Variablen x,, und j-j glciehniiitlig, ist als.t stctigc 


Linoare Wa,rinGleitung. 
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§ 4. 


Funktion clieser GroCen; da dasselbe von den iil)rigen Gliedern 
gilt, 80 ist die Gleichnng auch richtig, wenn man = 0 setzt: 
1,00 - 1,00 „ 

'' -^J 5j 2 ^ ,j2 “2 4 ■ 


Eraetzt man nun a'l (lurch jr — jr,, iiulem man .Ki uiciht 
groCer als it nimnit, so folgt 

/'n'l V V — V =r ^ ~ -- ■" . 

H n 


Acldiert man heide (llei<‘.hungon und netzt dami :r, = 0, 


fnidot man 

A' ' 

n 

2 ' 

^ (2nj'^ 

Oder 

1 , (90 

1 , («i 


••1 1 

2 

ir- 1 

■1 ’ n‘J 


u 


80 


womit (lie Gleichuug (4) in (Ii(( folgoiKh^ iU>(‘rg(;ht: 

. (‘(mHa-, _ 3r» .r," _ Jrr, 

^ — I >1- C 4 ' ■ 2 ’’ 

n 

(lal)('i win! V()rausg(‘H(‘ti'.t. 

0 a;, ^ 2 sr. 

Sotzt man nun cum^ (h't (Jleichungcni 

.r, =r- 3r a‘), a‘, =“ jt |- .r) 

an, indem man unter a; und | echto l!rii(du^ verstuht, donm 
zweiter der grdCoro ist, so sind die fiir t, gtdtonden Voraus- 
Sdtzungen orfullt, und man orhillt aus dor (ih'iclmng (d) 

i. , ,, V T n a-. r sin nsrf 

I 2 JN, ■ -T'-'.r, 

n 

(I h. die zu (u-W(dstindi! (ilcicliiing (2) unter (Un- Ammhmc .c -C|. 
Aus dor Bymm(‘tri(' dor nnondliclmii Ihdlm folgt woiior, dah fiir 
den Fall a: ' • ^ dio r(H-hto Soito (lurch a"-*| zn orscjtzfm ist, und 
damit ist dio hilinoaiai lAtrnud (2) liowioscii. Dio hilim^ari' Uoilm 
konvergiert offenhar gloichmiilJig uml ahsolut in jodi'm Intorvall 
(lor Grdfien x uml 

Hioraus folgt naoh S •>, dall j('(lo (juolloumiiliig dargostollto 
Funktion, also jede Funktion, dio auf dor Strooko von j () 

K , liiti'i?ritlgjpii?hun||isn. S Aull. 
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Kretor Abarhiiitt. 


^ 4 . 


bis a: = 1 mitihrer ersten Abloitunf^ atotij? ist, ciiu* Kti'u^k- 
weise stetige zweite Abloitung besitzt uud nu di'ii Kmlcn 
der Streclce verschwinclot, auf der bozc.ichiH^toii Sircoko 
in eine gleicbinaUig und absolut konvnrgtuiti' Kuiiricr- 
scbe Reihe nach den Eigenftinktionnn siiDisr.f (‘iitwickclt 
werden kann; d. h. sotzt man an 

1,00 

fx ~ ^ An Hin n 


so Iiaben die Koeffizienten die Wert a 

1 

An — ^ /'oc.y2 sin nnada^ 

0 

Ebenso leiclit liiBt sick der B'all dar ClraazbtuliBgiuig {f}) Ih»- 
handeln. Die Eigenfunktioiien sind die Lclsungiui ilar Ulaifdmng 


A^(p . 


0 , 


fiir die die Bcdingungen 


^ 0 == 0, 


d(p 

dx 


bestehen; man erhalt offenbar als nomierte Eigenfunktlonea 
9„a: = yj sin(M — |)7EX, «=l, 2, ... 
und als Eigenwerte 

K = (n — 

Die bilineare Formel ist daber 


(0 


2 sin (n — i) zr sin (n - ) .t i- 

_2 sin(M — ^)7tx sin (w -- 

srT^"^" (« — i)“ ’ 


Diese Gleichungen kann man l(!i<dif, aiis di-n FuriiH-ln (■() 
und (5) ableiten, indcm man ;cino von dor jimlcnm Militnihii-rt, 
dadurcb die Summe 

^ coh ( 2 h — 

^ (2 «-!)=* 


bestimmt und in den Ueihou (7) das I'nslukt der .‘'inus duivl, 
eine Different zweier Cosinus orsotzL Di.. inltalt.-ti.n li.-ili.-n 
konvergieren wiederum in beliebigon Htrockoii glniobtonUig und 


§4. 


Liaeare Warmeleitung. 
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absolut. Man scblieUt hieraus nacb § 3, daU eine stetige Funk- 
tion fx^ die den Bedingungen 

fO = 0, /' 1 = 0 

unterliegt und eine stetige erste and stiickweise stetige 
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von = 0 bis 
X = I in die gleichnaiibig und absolut konvergente Reihe 

1,00 

fx = ^ Cn sin (n — l)7tx 


Giitwickelt werden kann, wobei 

1 

C'n 2 J fa . sin (n — -!,) « d a. 

0 

Endlich orscliliefit man aiis cler Gleichung (0) leic.lit die 
Formeln 


4 ^ 2 cosn3i3:co8«3r^ 

2 — 5 + a ^ jja 

V 

+ y 2 co8njr,xco8 H 

J' 


< I , 
^ 


l)a.8 ist al)er die bilinoare Formol fUr 
Denu die linko Heito ist nach 1 die 


don ausgearteteu Fall 
(IreenHcbo 


zugohdrige^ 


Fimktion die Figcnifunktioncu sind narli 


^ 3 


(lie Liisungen 


der (ileichung 


r/^<p 

(I x'^ 


+ ^(p 


fiir (lie 


d(p J ® _ dcp\^ 

dx \ ~ dx I 


mit AusschluC 
(u^stalt 


der Konsianteu *, sie babeu also norniiert dn^ 
y2 cos ilTCX^ H : I, 2, ... 


und die Figiuiwerte sind n'^Tt'K Da ftn-uer die* Inliniairt^, Reihe 
offeubar gloicdinuiliig und almolut konvergiert, ho ergcdien die 
Siitzo des {>3, (lafi eine Funktiou /V, die dieselben Stetig- 
keitseigonsehaften besitzt, wio die obenso bazeiehneta 
in den Fallen (A) und (B), daran Aldaitnng ati den Htalkm 
X ■ 0 und X ™ I verschwindet, die fcirner die Gleichung 
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erfixllt, auf der Btrecko von t - 0 bia ./■ - 1 in din kUmi'Ii- 
maCig und absolut konvergento Ileihc 

1,00 

(9) faJ = 2 C'„C08M-T./- 

n 

mit den Koeffizienton 

I 

On . ” 2 [ fa . cos n irada 
0 

entwickelt werden kann. 

LiiBt man die Kelatiou (8) fallen, so hraucht in der Forimd f!i) 
nur ein konstantes Glied hinzugefiigt zxi werden. 


§ fn 

Fouriersche Reihen fflr unsfetige Punktionen. 

Die erlialtenon Siitze liber die DarHitdlung willkurliclier 
Funktionen leisten noch nicht alles, was in den Anwcnnlungen 
von der Fourierschen Roihc vcrlangt winl I- in allgenieincre 
Kesultate m gewinneu, geheu wir davon aus, daO in jwitnn din* 
drei behandelten Fade die biUneare Formel als Fouriericlie Fait- 
wicklung der GroBe K{po,^) betrachtet warden kaaiii die an 
der Stelle x — ^ einen unstetigen Differentialquotienten aufweist, 
also nicbt mehr m den Funktionen gehort, die in den Siit/en 
des §4 als entwickelbar nachgewiesen sind. Hildet m.in <laher 
aus beliebig vielen Summanden das Aggrc^gai 

tti K (x^ 4 “ (^1 b‘i) 1 ' * ’ 1 

so erbalt man eine Funktion, dercn (n'ste Ableitung an tlen 
Stellen ... die gegebenen Spriinge ... auhveiH^ derail 

zweite Ableitung stetig ist, und die in eiin^ almolut und gleirh* 
maBig konvergente Fouriersche Ileihe (‘ntwickelt werilen kann. 

Jetzt sei fx irgend eine die Grcnzbedingungen erfidleinle 
Funktion, deren Ableitung an den Siolltui no uiiHltitig 

ist, dafi die Gleichungen 

ns,-o) ni, fill 

bestehen, die im iibrigen aber von :r , u his j I Hfeti^ ihI, 
wahrend f'x nur stuckweise stetig zu «ein linuudit. Diinn hut 
die DifEerenz 

xl)X = fx -UyK )- a, K i X, ) • . 


Lineare Warmeleitung. 
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an den Stellen ii, is, ■■■ eine stetige erste Ableitung und iiber- 
liaupt eine stuckweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen- 
maCig darstellbar und gehort zu den Funktionen, die nach § 4 
in eine gleichmaCig konvergente Fourierscbe Reihe entwickelt 
werden konnen. Dasselbe gilt daher auch wegen der bilinearen 
Formel Ton 

fx = ipx + OiK (x, ij) 4- (iiK{x^ la) ^ 

Entwickelt werden kann also eine Funktion, deron Ableitung 
eine endliche Anzalil von Spriingen macht, wahrend im ubrigen die 
in den Satzen des § 4 geltenden Voraussetzungen bei Bestand bleibcn. 

Um auch Funktionen darzuistelleu , die selbst unstetig sind 
odor die Grenzbodingungen nicht, orfiillcn, gcheu wir von folgen- 
dem allgemeinen Satzo aus. 

Die reelle Variable x werde auf oin Gobiot W beschrilukt, 
und in diesoin sei die Reihe 

X = f v X 

V 

gleichxnaJBig konvergent. Wenn dann im Gebiet auch die Reihe 

fX — 2 fvX 

gleiclnnalJig konvergiert, so gilt in diesem Gebiet die (Ueichung 

<l Fx ^ , 

dx ~ ' 

Wenn nilmlich die Strec*,ke von ;ro bis Xi dem Gebiet ® an- 
gehort, kann man die Reihe f gliedweis© von bis integrieren 
und findet 

*i 

f fa: , fix = 2 (/>! — /V J'-o) = Pa — PAu 

WO 

dividiert man durch — nnd lilBt Xi an Xq heranriicken, so 
findet man, da fx stetig ist, sofort die behanptete (Heiclumg aus 
(bun ersten Mittelwertsatze <ler Integralrechnung. 

Differcnziert man, um diesen Satss anzuwenden, die bilinear© 
Bbrnud im Falle (A), auf den wir uns beschrimken, gliedweise, 
80 erbiilt man die Reihc*^ 


r--i sm n % t cm htt-x 


1 sin H7t (X •“I*" 

5r n 


4 

Tt " 


^ sin n 7t (J — x) 
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§ 5 . 


und diese kouvcrgiert luich § 4 gh'ii’hninljig, wcnn .> ■ t CjIiqj. 

einer positivon, alter Imliebig kl.-incn (in-nzt- li.-t, ./■ j ^ da- 
gegen vou 2 am inelir als ciiicn iVstcii I'M'triig viTMchicilcii hlcilit. 
Daraus folgt 


( 2 ) 




2 )l -7 Hill » .7 ; 

' >1 


7r 


sobald X und ^ anf der Strcrke v«m (» Ium I lirgcn, oluiu zu- 
sammenzufalk'ii. 

Da nun uacli {5 •* ki.i^enfuiilviiuti ilin (Ufii-lmng 

I 


(/>; X 

K 




bestolit, 80 kann die orhalit^no Hi^ilas wit* iiurdi tln^ a!lg«iiiidin‘rti 

f| IJ J » H ^ 


als Fouriorscho Heilie lH*tnuditi*t dir iryiii mit tli»r tirtilk! 

IC(x^^) aLs Funktion von | hildrl, Fii’ i ilriidiiiiig r.!| |»ihi du- 
ller die Fonrierscho Futwkkluni^ idiirr Fniiktotii vm I, die nii 
der Stelle x nnstetig und mtir in -dt-r \\vim\ diii, wrtin nmn 

fiir den Augenblick 

■ ‘ U 

setzt, die folgende (Heicliung gilt: 

f(.r — 0)-f(r j it| 1, 

Der Wert der erlialtiineu llcih** an lit r St.dln i - mt wic 
die Gleichung (1) loicht erkumieu iiiill, 

. ilfO' - ‘0 * ?*'■ f '**!• 

Setzt man spessiell x f), «o rrliiUi imin <ltn I’.niwii ltlnug 


l~-| 


\ 


^ f4ili fi :i t 

^ II 


und die dargestellto Funktion orfUllt lui dw ^iv\\. ; ii dir 
Grenzbedingung der Eigenfunktioiiim nirlit; tlir i rhiilinir lilfi- 
chung gilt hier oflenbar nicht mehr. Kntupn rln-n.i. •• i.uM. i mt 
der Grenze | = 1 die Heihe 

K' (1, 1) = _| s= ^ y e~ 1 r «n » •'»i , 


If 


Lineare W^nneleitung, 


2S 


r>. 

Der mit beliebigen Konstanten a, 6, 6^, ... gebildete Ausdruck 
Wx = cfc A' (0, x) --bK' (I, x) —biK'(r}i,x)--h^K' {7]^^ 4 ~ 

kann dalier nach den Eigenfunktionon sinnTtx auf die Fourierscbe 
Weise entwickelt werden nnd sein Verbal ten an den Grenzen 
ir = 0 und x—l, sowic an gewissen Unstetigkeitsstellen ist 
durch folgende Beziebungen gekennzeicbnet: 

WO = a, Wl = b, W(rin -0)-- W {^n + 0) = 6,, 

Der Wert der Ileihe in einer Unstetigkoitsstolla ist wie bei 
das arithmetischo Mittel der von oben nnd unten ber an- 
gestrcbten Grenzwerte, d. b. 

Jetzt sci fx cine Kunktion, die an don Htidlon 
nnstetig ist, dcren erste Ableitung an den Btellen ba, ... nn- 
stetig, im iibrigen aber stetig, und deran zweite Ableitung stiick™ 
weise stetig ist; dabei sei 

fO = a, f 1 == 5, f'(|^ ^ 0) f (|« + 0) = (I.., f(fin - 0) 

— f{rin + 0) ~ /v 

Dann ist die DilToranz 

Fx -- fx — 4' X Wx 

auf der ganzon Birecke von x : - () bis x ” I niii ihrcr orston 
Ableitung stetig, ibro zweite Ableitung ist stiiokweise. stedig und die 
Grenzbedingungen der Eigenfunktionon werden durcli Fx erfiillt. 
Diese Funktion ist also nach §4 auf die Fouriernehe Woise 
entwickalbar. Da88all)e gilt aber von 4^x und Wj'\ inithin luudi 
von fx; nur an den Grenzen x ™ 0 und x -- I vernagt <lit3 
Darstellung vielleicht, weil dies beim Ausdruck Wx indglicli ist, 
und an (bui Unstotiglcoitsstelbui litdert dm Keibe wie dit^, fiir Wx 
aurgostt'llie das ariihmoiisclu* de‘r (h*enz\vortt* f{x (if 

und f(x \ 0), 

lliorinit ist gezeigt, dali Funktionen, die niit ihreii erHteii 
beiden AIGoitungou stuckweist* stetig siiid, tlurcb clie 
FourierHcho SinuBreihe dargesttillt werden kdniieii. ElMiiigo 
wie die bermtzten lUuhcui als FiUiktioinui vtui koiivergitirt 

die erbaltene Fourii*rHohe Ueihe gleiehiniibig auf jedor Stracke, 
die weder einen FuHtetigkeitspunkt der dargcistelltaii Funktion 
enthalt, noch nine Holehe der Ktellcn x : 0 und x -- I, in ckr 
die dargestellte Funktion von Null varaebiedeii iat. 



24 


Krrtti'r Al'Hi’huli I 


§ 6 . 

Die Methode, die zu dieHcin Krjf'dmis luit, ist ufft.nbar 

allgemeinen Charakters und .-rgiht fiir dio sn.-h.-u dHinimt,. Klasse 
von Funktionon f.c Hoforl nto'li, duU hu- iiarh .Icn (iriiOen 

sin und COSH jr.r futwifkclt wid. n luum.-n, w.ilxn in 

letzterem Falls dio lledinguiig 

t 

j fa .iin ^ * 

II 

aufzustollen odor in dor Kntwirkluui; .in konstanirs t.li.-d riii- 
zufiigen ist 

S *’>■ 

Das Theorem von Hurwllr. 

In alien botrachteton Fiillfn ist bifid, .•iiif ijiiidlftiniitljig 
daratellbaro Fnnktiou t/'X zu liiidtui, .In- /n « in. r anf 

der Strocke von x o bia x ■ I st.dig. u luiiku.m /.<■ in wdchiT 
Beziolumg stolit, dali dna Itdogral 

i 

so klein ist, v?io man will. In d.*r ‘Int kium nnui /uniicdist, ab- 
gesehen vom ausgearteten Fallo, vino Funkinm ^ „ » k.umtnut'n-n, 
die geometrisch durch die Ordiuatn oin.'s ritlyK'«ni/tii!i"«. diuf'.'siollt 
wird, die ferner die (Irenzbedingungcn dor Kiu.-nfunkin'm ii .'rlidlt 
und der GroBe i 

IK ~ I (/ '* )»</'< 

einen beliebig kleincn Wort gibl; lUnui niiui kann )t. «irk<’tt, daU 
die Diflerenz \ zwiachtni « r «• und « l unt.T mnot 

vorgescbriebenen. Greuze liegt, abgi'wdn-ii v.m ‘ruib 

strecken jenes Intervalli, in detion dio hiMi i.dmoii- /waf 

nicht beliebig klein iat, wohl alxsr mitor minT U ntru, nnr .lurcti 
die Funktion fa beetimmten Grouzo bUdht: .hiim i«d .ia . Int.'^ra! Ih 
ofienbar beliebig klein. Iat z. !t. oino dor Gronzboduigungon 

9O t», 

so wird auch rli^O = 0 zu aetzen aoin, die IbHoronz i 
also anf einer beliebig kleinen, mit der Slidlo .« n ti.-giiHn’iidisi: 
Strecke nioht beliebig klein tein, aber iinlin- oitn r f. wt. n, durcl 
fO bestimmten Grenze liegen. 


Lineare Wlirmeleitung. 
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§ t*). 


ilundet man nun die Ecken des Polygons, (lessen limfang 
die Punkte xnit der Ordinate i^QX enthalt, in der Weise ab, dii0 
man in den von zwei zusammenstoOonden Soiton gebildeten 
liolilen Winkel einen diese Soiton beruhrendon Kreislmgan legt, 
so hat der erhaltene Kurvenzng nine Ordinate die sioh bed 
angemessener Wahl der abrimdonden Bogen von iibc'riill urn 
weniger als eine vorgeschriebene GroBe unterscheidat; fernor ist 
die erste Ableitung stetig, die zweito Ableitung stiickwtusa 

stetig und die Grenzbedingungen sind erflillt Die Funktion tx ut 
also nach ^ 2 quellonmaliig darstellbar und bewirkt, daB der abso- 
lute Wert des Integrals I) initer oiiuu’ vorgescln*i(dHUum Greuze liegt. 

In dem ausgeartetem Falb^ wolhm wir dtu* Funktion /> tlii* 
Bedingung i 

I fa .dm ™ 0 

a 

auferlegeii und die Funktion wie bislior kontttruieran; diinn 
ist auch der absolute Wert der GroUe 

I 

iq = J ^ HZ d a 
» 

beliobig klein uiid die Funktion 4' a — tj iat (luellenmiiBig dar- 
.stolibar und so boaebniTen, daB aie, fiir i/>« gesetzt, doin Integral D 
einen boliebig kleinon absoluten Wort gibt. 

Die hiernach in alien Fallon dofiniorto Funktion 4' a kami 
nacli § 4 in eine gleichmaUig konvergento lleibe nitch den Kigeu- 
funktionen entwickolt werdeii; es gibt daher eine ondli(;he Ueiho 
von der Form 

die, fiir 4’x gesetzt, das Integral D obonfalla so klein niaeht, wie 
man will Dicge ist olTenbar win (/<.r (inelloniuiiBig daratollbar; 

setzt man niimlie.h 

HO findet man sofort 

I 

J K (x^ m) (*•) a, da, 

Jetzt multipliziero man die bilineare Forniel 
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Taiifa,&^ imd intt‘gric‘n* niirli ht*ulrii XariuMi'ji u j 

da die Eigenfunktioiinn /auniiniuiiT im i,!iM:.^iiii:iI ■.imi |.,| 

wenn m > h, i 

j ,n i .ii ’ * ^ 


und man erhillt die (UeirhuijK 
1 1 

I / If ^ 1 * - ./ 

0 C) 

woboi gesetet ist ^ 


XV,.. /. 


Oder 


I /'« 


2 ]/«.’/'■«. t/,. 

II ,, 

Da forner oflVnlmr tiia Cli-irhiuiij; 

‘ 


dmua folgt, daC dio FunklHiUfu 9 ,., n... nnn i . u. iicunli 
orthogonal Bind, so gilt di., (Ih-irltun- 


M -7 Ufa — ipaydn j . X' 




deren Imke Seite uuti-r inwr viirgfM'hn. .ji li,..t m 

in dor Form 

1 I 

M - 1 (/V<)a,/« I x; , /, 


Cl 


^ J ifupiifi X"* . ■ 

geschrieben werdeu kanii. Kuu gilt abi-r .!i,> Id.-niit a 
1 

^ {(/'“ — Wi <|Pia - li IS I ( , 1 ( X',( 


tr'” 


trlivii Ifri*! 


Liuoaro WErmoloitung. 
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S 7. 

Sie nimiiit aber offenbar ab, wenn man m vergroBert, nlibcrt sick 
also, wenn man m iiber alle Gren^ion waclisen laBt, der Kull an, 
d. h. es bestelxt die Gleichung 

% 1 1 , oti 

\ {fay da — 

0 

die ein wichtigcs Theorem von llurwitz ansspriclit. 

In den Fiillen (A) und (II) hat man zii selzen 

3 1 

Un — y2 ^ fa .Bmnjtada^ (in — j*/'^5c.sin (n — ]f)7tada, 

0 (1 
Will man iin Ka.lle ((V) di(^ Bculinguiig 
1 

j /*« . (I a ' * 0 

0 

wegsckalTcn^ bo brauckt man nur 

1 

c — ^ fa,du 
0 

nnd fm—-c fiir fa m setzen; man erluilt so die Gleichung 

1 1 , ii«*i j 

j* (y ^ c)- d a - - ] 2 j (fa — r) cos )i n a d a 

(I " o 

1 

' ■ ]' 2 j fa , (u)H }f TX (jc d a 

odtu* 

1 t, » 

]■(/«)“(/« • ' r- 1 



t 

j fa . d a 

1 

1 

j/’« . cmriTtad a 


n 


u 


S 7. 

Wiiriiieleituiig im Ringc; Eigen werte mit mehreren 
zugehSrigen Eigenfunklionen. 

Ik'i dor Warmoloitung in einom Hinge, d. b. eimnu linoaron, 
in* Bich ziiriioklaubuulon Loiter, sei dor langs desselben ge- 
inosBcme Abstand nm eiimin foston Anfangspnnkte, I die Liingo 
do8 Hinges; dann ist die TemiHU-atur wie in § H Integral der 
Glaiclmng 


M 


Erster Abschnitt. 


§ 6. 


mit foi,0p und integriere nach beiden Variablen von 0 bis 1; 
da die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind, so ist offenbar, 
vrenn i 

j Sx.cptnOC.dx — 0, 

0 


Tind man erbalt die Gleicbnng 


1, m 

^^E{a^)fa.®^.dad^==jfa.Wa.du = 2 ««&/<, 


™bei gesetzt ist 


Oder 


= jfoi. <5p^ w . da, 


» 1 , m 

2 \fa,Wa.dx — ^^ctju^ju = 0. 
0 

Da ferner offenbar die Gleicbnng 

1, m 


^ (Way da = 


darans folgt, daJB die Frmktionen cpnX normiert nnd zueinander 
orthogonal sind, so gilt die Gleicbnng 



0 0 


deren linke Seite nnter einer vorgescbriebenen GroJBe liegt und 
in der Form 

J 1, m ], w 

M = f ifa)^du + 2 _ 2 2 «« 

0 

It ^ 1, m 

= 2 + J - 2 

M 0 

gescMeben werden kann. Nun gilt aber die Identitat 


1V = J (/•« — di gjjK a„(p,„a)^du —^{fayda — ’^aj,, 

0 0 . /i 

die aus den soeben erwabnten Eigenscbaften der Funktionen cp^x 
folgt; die GroBe M zerfallt also in zwei nicbt negative Sum- 
manden, deren einer N ist. Mitbin liegt auch diese GroBe bei 
geeigneter WaM der Zahl m nnter einer vorgescbriebenen Grenze. 


§7. 


Lhu'iu'd Wilnnoli'itunK- 
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Sio nimiut abor olTeiibar ab, wenn man m vergrblJcrt, niilun-t sicb 
also, wonn man m iibor alio (Jrtmzon wacliseii liifit, dor Null an, 
d. h. 08 bostoht dio (Hciohiing 

' I,... 

I (fuyda ■ 

(1 '• 

die oin wichtigcH 'I'lioorom von llurwitz ausspriclit. 

In don Fiillen (A) und (H) bat man zu Kotzen 

I I 

— V'i j /'«.Hin)i : - ^2 j /'«.8in(a — 

« U 

Will luau iiti Falle ((') dic'. 

I 

I fa , da ■ ^ {) 

I) 

wegschuffon, ho brauoht man mir 


c — J fa. da. 

It 

und fm-^e filr f« tax mdum; iniin c?rhiilt so die (llaiclmng 

t I,., ^ 1 

j* (fa — r)'J il a ' ul , d^j ^ 2 J (fa — r) coh h 7t a d a 

H « (» 

X 

— y *2 jfm, <'. os n a d a 


od(‘r 


a m 


_ {fayda f - 


k» 

fa .da 


S ”• 


4 -^ 2 ) 


J/'a. co8M3r«dM 


Warmeleitung Im Ringe; Elgenwerte mil mehreren 
zugehSrigen Eigenfunklionen. 

Iksi dor Wiinnoleitung in einem Uiiigo, d. li. oinom lincaron, 
in-aioh zuriicklanfotidon Loiter, sei x dor liings dogselbon ge- 
mosaone Alwtaiul von oinom featen Anfangapunkte, 1 dio Liingo 
doH Uingea; dann int dio 'romporatur wie in § H Integral der 
Gleichung gs,t 


d / 


d J "* 


•//* K , 
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J5ralor Aliachnitt, 


und der Umstand, daC m den Werton = 
selbe Punkt gehort, fordert die Gloichungen 

i" " n 
u\ ~ = 0 . 

Setzt man daher wie in § ;! 

M = e"^'" ' 

so ergibt sich die DifEerontialgloichung 

d^q) 


t) uiul .r 


§ 7 . 

1 der- 


“ dx ‘ ■ 


r- 0. 


mit den Grenzbedingungen 

(2) <p 

Die samtlicben Losungen dicser Aufgabo aind die Konatjuilti mit 
dem Werte (1 = 0 und die mit beliebigon Kocfiizitmten .1,,, /i„ 
gebildeten Aggregate 

A„ oos 2 W3r;r -j- .-In sin 2 h htx, n 1 , 2 ,.... 
zu denen die Werte (i = 4 gehdron. 

Diese GroBen erscheinen als Losungen einor Integralgltskdiung, 
deren Kern die stationare Temperatur ist, die von einer an dor 
Stelle X = i wirkendon Warmeciuelle herriihrt, wenn gleiclizeitig 
die Warme durch die Oberflache des Hinges nach einoin beliebii't a 
Gesetze ausstrablt. Eine solcho 'romperatiir wonb* diindi »■ Itc- 
zeichnet und durch folgende (Jleic.liuugiiii charaldi'risici-t : 


( 3 ) 


d^io 


■ h; 


0 , w 


die ' 
)) k >i „ 

man findet leicht auf dor Stnadco ()■ 


10 


(f.0fr(-x t die 

2«i3iii.‘, c ’ d,v 


dir ! • 
d.r , 

iiU('( .r f I 
2 c iii r 


1 : 


ill (• {.'• i‘ ‘ I 


111 


und auf der Strecke 1 > .c >■ f 

c (a: — g — t) d w 
~~ 2c©mAc ’ dj- ■ 

Ferner ergeben die Gloichungen (1), (2), {d): 

dq) dw\ , „f , 

dx-'^dx) 

I), X j — 4 I 


10 


Oder, wenn 


w 


Liutniri^ Wiirincsltutini^. 
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§ 7 . 


gesetzt wird: , 

(4) q>‘f = - h' (x, k) (p ec . (i a. 

« 

Umgekehrt fmdat man, wcmu 

1 

Fx J K a) fm , d a 

u 

geHetzt wird und /'« eiiu) stiickweiBo stotige Funktion ist, 

1 

( 5 ) F' .!• I K' (x, «) fa . d «, F'x ~~ c'J Fx -- fx, 

so daI 3 aus der Intognilgloiidiuitg (•() iimiior folgt 

<f)" X . ; (■<i(f)X - ktpX . -~ft(pX. 

Dio Uandwortaufgalto (I), ( 2 ) mul die Iiitegralgleichung ( 4 ) haben 
also auc.h hier gonau dioHolbon Lbsuiigon, und die zwoite (Hei- 
chung ( 5 ) fUhrt wits frulicsr zn dom Satzo, dab jede Fuuktion, dits 
dio llandbedingungon tsrfiUlt, eine stetige erste tmd stiickwoise 
stetig© zweite Ableituag btsgitzt, in tier Form Fx, also qiiellen- 
mlUlig dargestellt werdon kauu. 

Das BeHoudtsrts gtsgonilber den friiher behandoltea Aufgabeu 
ist hitsr, dab jtsslcin Kigenwtsrte 

f-' \ 4 «»« 9 , 

abgoselusu voni Wtsrto A, . r\ zwei zueinander orthogoimlo nor- 
niicsrtts Figeiifuuktiontsn 

yacosamraj, y 28 in 2 n 3 Ea; 

zugt'hdrtsji, detien Imliobigts mit konstanten Koeffizienten gobildete 
Aggrtsgate aus ihnen boigesellt warden kduneti; zum Eigeuwerfc 
A, f-a gehdrt ala einzigo normierte Eigenfunktion die Kon- 
BtauUs 1 . Als bilineare Fonnel wUrdo man also geaeigt sein, 
folgende (lUsie.lumg anzusetzeu: 

^ I •i^eoH‘i»3r^oos2«zrf -f 8in2Hwa'8in2nn:^ 

^ y'y t>) - t - ^ c* + 4 W» 3 r“ 

M • 

1 cos 2 « 3 r (j” •— I ) 

■',.3 + ^2j ,;a 4 „s„s ’ 

n ' 

und diese (lltsichung bostatigt sich Icicht, wenn man die Funktion 
(''of ax in eiue (-osinuHreihe entwickolt; man erhalt namlicli 


of a X 


2 a ©in a 




ria 


+ 2' 


— l)''C08«a:x| 

«aq-«sa!i j ■ 
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Erstor Abschnitt. 


S 7. 


Hieraus erschliefit man nacli der Mothode des » dio liekaimten 
Satze liber die Darstellnng einer periodisclien Kunktion dtirch die 
Fouriersebe Sinus-Cosinusreihe, wobei fiir fx dicHellieii Singula- 
ritaten wie in § 5 zugelassen werdcii. 

Sebreibt man die bilineare Fennel in der (iestalt. 






SO kann man aucli c = 0 setzon; die linke Heite geht daun z. I!., 
■vrenn ist, in den Ausdruck 


‘="1 2 cSin ' 


wenn in den Wort 

liber. Bezeichnet man die hiermit dofinierto ayrometriseho Funktien 
von £K und t durch K{x, |), so gilt dio (Heicliung 

„ , j.. ]/ 2 cos 2 M 3E . y 2 cos 2 w ar ^ -} - y 2 sin 2 nxx. y 2 sin 2 n in' ^ 



n 

die aucb ana den Formeln des § 4 leiebt verifiziort werdea kanu. 
Man siebt aus dieser Formcl, daU die GriiBon 


(6) y2co82M3ra;, ^ 2sin2nnx, n 1, 2, ... 

die beiden zum Eigenvrerte gebiirigon nerniiertcn Figtei- 

funktionen des neuen Kerns sind, der Hoinensoit.s die (ileiehuiigt'ii 

1 

(^, I) — 1 = 0, J A"(«, r) (la 0 
0 

erfiillt. Mit diesem Kern sind also, ahniicb wie nach § mit ic, 
nnr die Funktionen fx quellenmalSig darstellbar, die die tdien 
geforderten Eigensebaften besitken und auBerdem die (Jlfniduutg 

1 

(7) j/'a.da=:=() 

0 

erfiillen. Nacb den Eigenfunktionen ((») sind also iiiclit beliehige 
■willkurlicbe Funktionen von der beim vorigon Kern geforderten 
Besebaffenbeit zu entvrickcln, sondern nur wdidie, die die (Jlei- 
ebung (7) erfiillen, was naturlich sofort bewirkt wird, indi-m man 
einen konstanten Summanden hinzufiigt. Daniit ist wiederiiin dio 
Fouriersebe Sinus-Cosinusreihe abgeloitet. 


Zweitcr Abschnitt. 


Iiitesral#?leiehimg(ui und ScliwiniSjiiiigeii liiiearer 
Maasensystemfi. 


§ B. 

Integralgleichungen und freie Schwingungen. 

Zu Anwoiulungen dor Intogralgleichungen auf das (Jobiet dor 
Meclianik filhrou die folgondon Botraclitungen. 

In einem stetig siiusamnienhangondeiii Massensystem von einer 
Dimension sei dx das Massenelement, x die Gesamtmasse des 
Btuckes vom Anfangspunkt bis zvl einem beliebigen Punkte bin. 
Das System sei imstande, nm eine Gleichgewichtslage kleine 
Schwingungen, d. h. rein pcriodischo liewegungen von kleiner 
Amplittido ;uiHz:ufiilir(ni. Di(^ raranieter, die die miiglichen Dagen 
doH Syst(nns l)ez(‘ic.luieiii, s(4(‘U r/», wobei n hi(‘r wie fortan stets 
eiuo beHtiinmt<‘ endliehe odor unondlicdie Koiho von Za.ld(‘n 1 , 2 ,... 
n‘pnis(‘utier(^ von (Uai Schwieiigkeiton des Uiiendlioben sohon wir 
ab, Holang(5 di(^ ontwiekelten Kormeln nur aln Wegweisor dienen. 
Di(^ (InHJe.u (/,, stuou fcnaun* so gewilhlt, dab d(an Wertsystem 
r/,j 0 di(* (iltdchgewichtBlage ant8{)richt, und dab die Difforential- 
gb*i(’hungen (bn* kleinon Kigonschwingungen die Gestalt 


nunehmon, wolnn posiiivt' KouHtante noieiu Diene Gloicliungen 
ergeben nich als Ibnv(*gungHgl(*icduuigen xuu'h der Kegel von 
Lagrangis wtaiu die lebendige Kraft des Hyntmim in der Form 



die potentielle Kiiergii* in der Form 


V 


^ A 


H 


'4 

n 


angesetzi wird. 
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Zwoit<T AbHehnitt. 


§ H. 


Bei klehien Schwingungen um dio Lugo f/„ ; 0 kanu die 

Verriiclmiig jedes Massenpunktes ana aeiiun- (iki(dig(nviclitslage, 
die wir durch u bezeichnen, ala lineare Fimktion dor ({riilion 7,, 
angesehen werdeu; sie sei etwa 

M = S % 


und sei in jedein Massenolemont nur in oinor bestinimton Hicli- 
tung and der ibr eutgegongesotzt(>u iniigliob. 

Dann gilt fur dio lobeiuligo Kraft ancli dor Ausdruok: 




'/ <lii 

(It 



(t .1 - , 


in dem das Integralzeicben wio fortan ateta dio Inlogratitm iibor 
das ganze Massensystem bezeichno. Vorgloioht man dio boidou 
Ausdriicke von I’, so orgeben aicb aofort dio Boziohimgon 


j(9„z:)“da: = 1, | (3r„r. 0 {m ?i). 

Auf das betraclitote System, daa wir in l>oHobigor vim dor 
Gleicbgewiclitslage wenig abwoichonder Lage vorauagotzon , wirko 
von auCen ber ein Kraftaystona St, daa an jedor Stello j- dio 
Arbeit Xdudx leistet, wenn die Verriickung u dnrob tt I i’>» 
ersetzt wird. Da nun offenbar die Gleichung 

— S ?'»•>; -dr/,, 


gilt, wenn der Versebiebung bit, an dim I’iiranietorn 7,, dio Varta- 
tionen bq„ entsprechen, so ist dio gosamti' Ai-boitsloigtiing dor 

r 2 

n 

2 Q» ^ ) 

n 

wenn die den Parametern entsproebondon Kraftktmiponimton 
im allgemeineren Sinne des Wortea durc.b dio (iloiobungon 

(>n = I Xcpn3',d.r 

definiert werden. 

Die gesamte virtuelle Arbeit, dio das Kraftsystoin ft zHaamuion 
mit den inneren Kraften des Systems leistet, ist hiernach 



KrMte 


Oder 


X()u ill 


Schwingungen liiiearer Sjatomo. 
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luid die Bewegungsgleiclmngen erhalten nacli der Regel you 
Lagrange die Fonu 


dr^ 


4 “ ^nfjn — Qn» 


Speziell wordo duB Kraftnystem M bo gewjthlt, dalj es das 
Masaousystem im (Ueicligewiclit hillt Daun bestehen die (Uei- 
chungen 


da nun allgemein 


(lt» A„ ’ 


N' 




geaetet wird, so bt‘,wirkt das Kraftsyateni ft die Vt'rruckung 



Weiter werde das System ft dahin spei^ialisiert, dal5 nur an 
. einer Stelle x ^ eine Kraft wirke. Man nahert sich diesem 
Zustande, wenn man die Funktion X nur in der Niihe der Stelle ^ 
grofie, von Null vorschiedene Werte annehmen, sie im iibrigen 
versebwinden liKR, dabci aber die (lleichung 

f Xdx . I 


festhillt. Daim rcdir/it^rt sich dan di(^ Arbeit darstellende Integral 
auf den Ausdniek 


A udx . d u 




X(l. 


(Vii 


(lit! Arbeit der punktuell gewonlonen Kraft wird also durch die 
V(!rriicl{ung <> « Hclimt goinoHsen, und die Kompotionte der Kraft 
in der Uichliiiig der Verruekung « hat die IntenHitilt Kins. Ahulich 
rednziert sieh die KrnftkoniiKmeiilo auf die Form 


kK, I A't/.r -r 

und fill’ die N'erriiekung erhiilt man den Ausdruck 

sc<(p,,x.<p„^ 

A ’ 

der in .r und ^ s_vinnietriseli ist und dureli A'(.r, |) hezeichnet 
werdi*. 

KlJ»'Sir*r, iulpgi y. Aufl. tj 
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Multipliziort man die erhalteue (ileicliunj; init i-inor ])e- 
stimmten, aber beliebig gowiililten Kunktion g',„| und iiiti-gricrt 
nach I iiber das Massensystoni, so fiudet man iiiit Kiicksicht auf 
die Gleicliungen 

~ 1, J (/.f 0 [m . in 

sofort die Integralgleichung 

(p,fi X A,n j A (.r, • it -p’ 


Die Funktionen (p„.r sind also Kigi'iifunktioiicn dt*s hviu- 
metriscben Kems K (.r, ^), dor gowisHonnalioii van dcr biliacarou 
Formel auegebond konstruiert wird. Dio zugohilrigoii Kig<'nwt*rt<* 
sind uud die mcchaniscbe Bodeutung dos KornM ala Vcrriirkung 
ist vollkommen ersichtlicb; wir laizoioliitoii ibn zwockiniiliig auoli 
als Greensche Funktion. Das (Jruudgobioi ist das gaiizo 
bewegte Massonsystem. 

Dieso Retrachtungon braucben iiur wonig abgtmiidort zii 
•werdcn, wenn datnpfoudo Kriifto von gowiKH<‘ii idiifacdion 'rypon 
wirksam sind, niimlicli boIcIh*, di(‘ von ciiior Zcrstromuigsfunklion 
abhangig sind. IJnter einor sololion vi'rstolion wir oiiio ijuadra- 
tisclieForm . 

^ -- 2 2-1 ,(i ,lt ' 


^In 1 


deren Koeffizienten Konstaato sind; sot/.t. niaii 

dq« 

(It 

so lauten die verallgcmoiiierton Lagraagoschon (ilcicliaiigfn 
folgendermaCen: 

d /dT\ dT , d/-’ , d r 


( 1 ) 


dt 


\d<iJ 


dljn ' d<in ^ 8(/„ 


V-.. 


also wenn T und V die vorausgeaotato spoziello Form Italu 


a; 


a. 'S?/, 

d¥ 2-1 di 


d t 




Hieraus aber lasaen sicb betreffs einer vorausgowstztoii Uuholagi* 
des Systems unter der Wirkung der Kriifto .ft goium dicsolbcn 
Scbliisse zieben wie oben, da die mit den Koeffizionton U bob.'iflotcn 
Glieder wegfallen. Speziell folgt, dafi die Fonnol 


Hebwingungeii litiearer HyHtemo. 
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§ H. 

giiltig bleibt; die B'unktionen (pn sind iiberbaupt ihrer Definition 

iiach von dor Zerstrcuungafunktion F unabhiingig. 

Die Gleiohuugon (1) haben auch noch cine Bedoutung, weim 
man T als idontisch vorschwindend auBieht; sio geben dann die 
Geseteo dor Warmoboweguiig an. Sind nilmlich etwa Mi, «a, ... 
dio To.mi)oratureii oiiiKohior foster raaterieller i’unkte, die alloin 
von einandor tbermiseh beoiniluCt werden, ho luit man Gleiolnuigen 
von der Form 

ClUfi ^ At \ 

(I I ^ f ^n) i 

m 

woboi die (irdikm .d von derZeit nnabbilngig sind nnd ungeiindert 
bleiben, wenn man dio Zeiger vm-tansciit. Man kaun duher die 
letzte Qleichung auch in der Form 

du„ d V 

dt dUn 

schreiben, wobei V eine Funktion der GroCen u„ ist. Sieht man 
diese als die rechtwinkligen Eoordinaten eines PunktHystems an, 
so erkennt man, daB die Wilrmegleichungen aus den Bewegungs- 
gleichnngen _ ^ _ d ^ 

■' dt • ■ ?)H,. 


iii(l(‘ni nuui (lit‘ MasHcni “ 0 aoM. Dieso (ilaichimgen 
gobfinui eincnn Syatcim an, in woldunn Widerstilnde wirkoi^ 
au(i(u*d(‘tn abdr koritHt^rvativo Krilfio, dio (dnc* pniontitdlo Kuorgie 
V (U’g(d)on. 

l)(*nkt man nic.b in tdiu’ia ttolchon Syatern allgtrmeino Ktmrdi- 
naton q cdngcdiihrt, hcj orhillt nnin dio Ctloichimgmi 


C^) 


dF 

dqn 


d F 




0 


mr Daratidlung oinor frtioa B<‘W(*guug dt^a SyBte»nm, nnd 
Form blciil)i, wtaui man dio Zahl dor Funkto ina FnatHUicbo 
waeliHon liiOt. l)aim iat tlit* lVmjH»ratur u in dor Form 

n 

darzuBtelleii, nud Wiain wir jt*Ut nnmdimon, *2 F mn iniifarh dio 
Humme dor Quudnilo dt*r Dritilon ho orlmlttin wir tdmiiso wio 
oben mm dor ontBpriadiondon fiir 7' gidtcmdon VuraiisHotzntig auch 
jatet dio Oloicdiungon 

:■!* 
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Zweitoi* Abschnitt. 


?? 9 . 

Die oben mit dem Kraftsystem ausgofiilirte I’litersucliuug ver- 
anlafit uns hier, ia einem Punkte eine Wiirmeiiuelle wirkeu zu 
lassen, als Analogon der punktuellen Kraft. Damit iat der An- 
satz, der ira ersten Abschnitte zu den Grceiificlieu Funktiouen 
fiihrte, als spezieller Fall des in diesem Paragraplien entwiekelteu 
erkannt. 

Die Bewegungsgleichungen (2) gcben, wenn K diesidhe (iostalt 
bat wie oben, 

~ 

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form 

also ganz wie man es in der klassiachon Wilrmeleitutigstlu'orio 
gewohnt ist. 


§9. 

Anwendungen: die schwingende Saite. 


Als oinfachstes Beispiol fiir die 'riioorie des § 8 werde nine 
Saite Yon der Lange und linoaren Dichtigkeit Fans betrachti't, 
die langs der sc-Acbse gespannt ist; fur die seitlicbe Verruckung 
gilt bekanntlicb, wenn die Zeiteinbeit passend gewilhlt wird, di(t 
Differentialgleicbung 


mit den Grenzbedingungen 

(2) M 1 0 = « i I 0. 

Die Differentialgleicbung berubt darauf, dab r'a f'.c die zur 
Saite senkrechte Komponente der in der Ricbtung wacbsemler j- 
wirkenden Spannung ist; auf das Massenolement dx wirkeu daber 
in seitlicber Ricbtung die Krafte 


0 M 0 M j ^ 

^ dx' dX: ' 

deren algebraische Summe dem Produkt dx . “ Kloielizu- 

:: setzen ist. 

Herrscht Gleicbgewicht und wirkt eine auOere Kraft P, ho 
hat man als Bedingung des Gleicbgewicbtes die Gleichung 


( 3 ) 




dx r 




Schwiugungen linearer Systeme. 
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^ 9 . 


Oder, wenn die betrachtete Stelle durch | bezeichnet und die 
Kraftintensitilt = 1 gesetzt wircl, 

(Iti 

(lx I E ^ ’ 

iind fiir die Verriickung u gilt allgeinein die Differentialgleichung 

u 

dx^ ~ 

mit den Gronzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie scbon in § I 
benutzt wurde, weim man ti durch K(x,^) ersetzt, 

- .r(l— fc), x.<^, 

und als Ordinate aufgetragen ergibt diese GroBo eine Kurve, die 
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft 
beeinfluBten Saite erwartet, die gebrochene Linie. 

Nach § 8 machen Trir nun den allgemeinen Ansatz 

M = 2 q„ipnX, 

n 

wobei r/u eine Funktion der Zeit ist und eine Gleiclmng von der 
Form 


gilt. Betnuditeii wir speziell eine Bewegiiug, bei der (jn allein 
von Null viu’scbiedeno Worto annimint, und setzon iii der 
(Heichung (1) 

H ' qn<Pn^, 

HO ergibt sich Hofort 


1 1 . 

n,, (Lr'^ " 7u 

und auH dc‘n Hedingungmn (2) folgt 


(I- 9n 
d X- 




1 1 0 . 


Die (iruBe muii a, Iso his auf eineu konstanten Faktor der 
Sinus einoH ganzzaliligtm Vicdfaehen von ttx sein, etwa, iiidein 
wir normiiU'en, 

7 nX ^ \ 2 sin HTTX^ 

und hierauH tu*gibt sieh 


A 
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Zwtutiu* AbHclmitt. 


51 . 


Die bilineare Fomol nimint folgeiulo (icKtalt an: 


K{xd) 


2 sin HW.r sill)/ arj _ 
n 


sie ist wirklich richtig, was aas § 8 nieht niit Sit*lu‘rheit gt*- 
scUossen werden, imr verimitot werdon kaiin; donu sio int tint 
der in § 4 streiig bewiesonen Forniol (2) idantisclu 

Die Grofien (jn bestimincii sich in hekaniiior aus don 

Werten von u und dn'dt :;^ur Zo.it / - 0, dio cdwa f r uud trj' 
seien, wobei offenbar 

f{) to ' /*! -- 1 

sein muB. 

Man setzt an 


(4) nC0B^^7r4 1 Jl„HinH:rri)siiui Jt.f 

n 

und fordert die Gleuduingen 

S ^n8inn?t;r, i/'.r , ■“ % 2 nin a 

n n 

Diese Gleicluingen sind nach § 4 m cndTUlcui, und dio orhab 
tenen Reihen konvcrgiei'on absolut und gleiohiniiOig, woini f.r 
und stetige Funktionen sind und stuckweise stetige ersto und 
zweite A^bleitungon besitzen; in dersolben Weise konvergiart alnn 
die Reihe (4). Sind speziell aucli die Abloitungtni drittor und 
vierter Ordiiung stiickweise stetig, so sieht man aun dan Fc^nmdn 


An — j* /V-e . sin n 7ra,({ a , 


fcc.siiinTcada 


fa 


coBUTta ; 
fhTt 1 



o.oH nna 

h , 

’ 

c'OH n itn 



n% 


/'« * 

il ti 



nit 



sin « % a 

h 

f/v, 

sin n n a 


+ / ce 



/"« 


d a 


1 1 
^fa^min%a.da ~ — n it a Aim ^ 

0 0 

den analogen mit der Funktion t gehildetan (Hiiiohungan und 
den Darstellungssatzen des § 5, daB dor Ausdructk (4) niiclt .r 
und t zweimal gliedweise diffcronziert werdon darf iiiuU 
gesetzt, in der Tat die Gleidmng (1) arfiillt. 


?? 10 . 


Hehwingungen linearer Bysteme. 
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Fiir die poteutielle Energie hat man nach § 8 die Reihe 



n 


2 




anzusetzeii. Die GrdOen Ttfunn sind die Koeffizienteu in der Knt- 

(0 t i 

wickeluug der (irdlit' nach den Funktionen cosn?r.r, iind es 
gilt die Gleichung 

[ dx = 0. 

I dx 

0 


Ist duller die (Irdlie du'i'x mir gtetig, so kann man das in 
§ 0 abgeleitete Hurwitzsche 'riicorem anwenden und tiudet fur di(‘ 
potentielle Energie den Ausdruck 




c/j , 


der sich auch aus meohanisohen Ei-wagungen rechtfertigen iaBt. 


§ 10 . 

Schwingungen des frei herabhSngenden Seiles. 

Kin zweitcH Heifipiol zum S bietet die Schwinguug des 
homogoiieu liilngoudou Seilos dar. Seine Liinge und sein Gewiclit 
Koifui Kins, die .r-Aohso der iliclitung der Schwero entgegongosetzt, 
d(n-(‘n HoHchleunigung otwa durch passende Zeiteinhoit = 1 ge- 
niac.lit sei. Feriior sei x ~ | 1 dor Aufluingopunkt und x. 0 
das freie Knde; endlicli soi u die Verriickung aonkrecht zur a-Achse. 
Datm wirkt. auf irgend oin Element dx abwarts die Spannung x, 
aufwiirts die Spannung x \ dx, und die zur x-Acbso senkrechten 
Kompoinuiten diuser KrilfUi sind 

d H d u 

ni — , 1 X „ 


H<t 


dab m.'in nls Howogungsgleichung erhiilt 
Ctt * + ‘'* psy 


, u 

(U- rkr 


(■‘SM C / , f'«\ 

’ ()l'^ ' dx V dx' 


Setzt man speziell 


8(1 ergibt Hii’b 


H (fti J ^ 


<!„ 'G'J 


A„ 


1 <1 ( <1 9. \ 

il„(lx\‘ dx)' 



Zweit(‘r Abnclinitt. 
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dabei gilt die Gleichung 

1 = 0 , 

und g)„0 ist eine endliche GrbUe. 

Bezeiclmen wir nun wie gewohnlich durch Jx die HessselKc.he 
Funktion Ton der Ordnung Null, d. h. die GriiBo 


so ist J(jc\'x) das oinzigo an der Stcllo x ■ o endliche Integral 
der Gleichung 

dx V di) ■*" 4 ■ 


Hieraus folgt sofort 

(p„x . const = J{2 V^’)i ' 

wobei die Grofien k durch die Gleichung 

definiert sind; offeubar geniigt os, die positivon Wurzeln dieser 
Gleichung zu nehmen. Da fernor die Theorie der IlcHBelBuheu 
Funktionen die Gleichung 

jj(k iccydot = {j'kY 

0 

ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen 


<PnX — 


J{kn i~r} 

j'k„ 


Lassen wir jetzt im Punkto x -- | mm seiiliche Kraft von 
der Intensitat Eins wirken und nelnnen wir an, daH Stiil hUnlm 
unter ilirer Einwirkung in oiner von dor froiou (Uoiahgcnvic’htiilngo 
verschiedenen Lage in Ikihe, so zcigt <ler untcn- (I) angogolMnio 
Ausdruck der Spaimung, dali zwischen den drai iin l^uilcta | an- 
greifenden Kraften folgende Beziehung geltaw inuli: 

d ti\ i ^ 


Oder 

( 2 ) 




", 


du'^ 

dx 


!+o 


Es ist ferner klar, dafi auf der Strecke von x - (l his x 
die Grofie u konstant ist, wahrend sie auf der Strecke ./ 
die Gleichung 

dx 



§ 10 . 


Sfhwingimgeu linearer Systoine. 
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erfiillt iiBd fur .r = 1 Yerschwindei Man luat also, unter a imd h 
Konstante verstanden, folgende Gleiclumgen : 

u «, (» - : I), 

?t {x ' I). 

An d('.r Stello x ^ sollen dieae Werte gleich aeiu imd 
auCerdem die Boziehung (t2) golton; das gibt 

a --- b log I, 0 — ~= ^ — 1 , 

also 

/ox H=~— logi, {3' < g), 

H . : --log.r, (.<■ - I). 

Bezoichaet man dieso (SroeiiBcho Fuuktion durch K{x,^), so 
liat man als bilinearo Formcl die (ileichung 

zu erwarten. •«’n 

Dafi iibrigens die Ausdriicke (8) die Ordinaten des seitlich 
abgelenkten Seiles darstellen, kann man auch aus der Gleichung 
der Ton a: = ^ bis » = I reichenden Kettenlinie ableiten, indem 
man bedenkt, daU TUir ein wenig von der Vertikalen abweichendes 
St.iiok der Kurve benutzt wird. 

Weiuigleich inin die bilincare Forniel zunachst nicht bcwiesen 
ist, Ko boweist man docli leicdit die Intcgralgloichung 


(‘ 1 ) 


(/)„ . 1 - r.= A„ j K (x, «) <jf>„ a. da. 
« 

Man braiudit nur von den (Jleichungen 


d 

dx 




dii5 t^rnte init tpH, <lit‘ zweitu mit K{x^^) zu multiplizieren und 
ernterr V(Hi h-tzU'iTr zu stibirahiuron; daun orgibt sich 

d V '!/r” ^ • a: (j\ I) 0 , 

uiul wcuili iiiau vcui 0 l)ig l intugriurt, due in § 2 gagobeue Lemma 
auH diU’ Intagnilrtfc’hnung benutzt uml bedtmkt, daB c/»,jO und 
/i (t», I) endlieht' tL'idSeii sind, ho findet man 

I 

' r 

I c/ „f ii) b h'(x,^)<p>,x.dx -= (), 

i i u J 

u 

cidi’r dif^ Ct!t‘ic*hung {4). 
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Zwoitor Almchuitt. 


10. 


Ein yerwandter Fall ist der eines Seiles, das an tdnor 
zu ihm senkrechteii Aclise befestigt ist und uin di(‘sc‘ roiiort, 
wobei von der Scliwerkraft abgesoheu werdo. Dan Seal bhabe in 
einer gleicliformig urn die Aclisc rotierenden Kbcaie tind ersirendve 
sicli von = 0 bis x = -b 1, so daB / “ 0 oin Punkt tba' Uota- 

tionsaebse ist; dann verschwindet die Spaimiaig am freitm Fade 
und wird, wie ihre Ilezieiumg der Zentrifugalkrafi ztagi, dundi 
1 — bei passender GriilJo der HntaiiimHgeBchwindigkeit dar- 
gestellt. An Stcllo dor Ausdriio.ke (2) erhiilt man fiir die aiif 
das Element dx transversal wirkenden Spanmingen 




wenn u eine kleiue seitlicho Verriickung aus der Lage dt‘s I’ela- 
tiven Gleicbgewichtes bedeiitet. 

Die Gieiclumg der kleinen Sehwingnngen ist daher 


a 

0 a; 

Setzt man wioder 




d u 
da* I 


()t u 

r ' 


so ergibt sich 
d 

dx 


U — (pnX.qn, 




als Grenzbedingung erlialt man 

<3o„0 == 0, 

und die GroBen 9)n(+l) iniisBou endlioh aciii. Dii' (irci'iihcht' 
Funktion ist das an derStelle .r ,-:; 1 nndliolm Integral d(‘rI>iftV- 
rentialgleichung 

1 /•! \« 


das die Gleiclmng 


d 

dx 


U, 


u 


und die Unstetigkeitsbedingung 

du 




(lx 


^ f 0 


erfullt. Letztere druckt aus, daU die landen atif das Klcju.'iit ,l.r 
wirkenden Spannungskompononteu von transversah-r Uiclttnng einc 
Resultante von der Intensitilt 1 gobeji. 


§ 11 . 


Scliwingungon liiu'tirtu' Syntt^rno. 
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Man liiulot leicht, je naclidem | oder cc der groOere Wert 
ist, (leii erston oder zweiten der Ausdrucke 


1 , I 

2 .r’ 


' + 

*j A S 


DafJ der zweito dieser Ausdriicke vnti x iinabliiiiigig wird, ist 
inechaiuHch plansibel zu nuudieii; dan Stiic-k des Fadons, fiir das 
X S, wird offonbar goradlinig, wenn im Punkto x = ^ iniw 
seitliclie Kraft einwirkt. 

Die liiiHungen des gestellten Randwertproblems sind die 
Legend rescdum Polynoine ungeraden Grades, die hiermit dyna- 
iniscli gedautot wcu’den. 


5 ^ IL 

Der transversal schwingende Stab, 

Als letztes Deispiel betracbten wir den elastischen Htab, 
der liings der ^^-Achse liegt und in den Endpunkten x — .() nnd 
X = 1 nntersttltzt oder eingespannt ist Ist % die Verriickung 
eines seiner Kleinente in der Richtung der i^-Achee und entferat 
sich der Stab nur wenig von dor geraden Gleichgewichtslage, so 
gibt es eiae solche positive Konstanto a, daC ’ das 
Monuoit d(‘r (‘lastiHcdion Krilfte ist, die auf das vom Endpunkte 

0 bis zu (anein Ixdiebigen Pnnkt.o x reichendo Stiick des 

StaiH‘H (‘inwirkon; auf das lieststiick wirkt das Moment — ad^tijdx^, 
Wii'kiui ferner in den Kndpimkte.n die zum Stake aenkrechten 
Auflagcuaaaiktionen und und, wenn die Knden eingespannt 
Hind, die Momente und A/,, so orgeben sich als Gleich- 
gewitditsbediugungen fiir die Btrecke von x — 0 bis zum betrach- 
tetiui Funktes indem man bezuglich des letzteren die Momente 
bildet, 

( 1 ) a ^ 1 ‘ /l/() ' " /t(,x “ 0 , 

und fiir dit^ Sti't^ckc^ vom betniobte^ten Punkte bis zum Ende x — 1 

(2) yiA I yl,(i-.0-o. 

Wcsmi juin (lt>r Stab an dor betrachtoten Stello mit deni in 
dor Ui<-litunK dor //-AcIiko zieluindoii (Jovriebt Kins belastet ist, so 
gibt <lio8 in don orlinltonon Monunitglcichungon keinen Heitrag; 
(looh initli ilio Snmino nller j/'Koinpononten verschwinden, so daU 

/!, 1 . 1„-1 1 
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Zweitor Absclniitt. 


U. 


Die Gleicliungen (1) uud (2) ergeboii aber 


(Pu 


-<^0) 


(Ph * + " 
(Ix^ 




also folgt, wena wir jetzt die belastote Stelle ./■ S luiinuni, 

(Ph 

a , „ = - - 1. 

, 0 

Ferner gilt offenbar allgeraein tlio (Heichuag 

(P u 
(lx* 


0, 


and die GroCo m erfiillt an don Eiulen die botKsffeiuU* Hedingung, 
der die Verriickung inimer untorworfcu ist; sio wordo hIh (iroon- 
sche Funktion und durch K (x, bozeichnot. 

Jetzt wirke in jedem Fdemente dx eino soitliche Kraft Vf/x; 
ihr Moment bezuglicli des Punktes | ist dann V (x - ■ f) (/x; 
betrachtet man das Stiick des Stabos von x . 0 bis .r 

ergibt sich 

' I Y{x-^)dx ^ 0, 


HO 


a - - +• 

dx^ 


uud liieraus 


a . 


d^u 

dx^ 


Y (I X ; a 


d X* 


y 


Speziell sei Ydx der '’rriiglHdtBwidt'rsiand bed dor IknvciguiiKS 
d. b. wenn dx ala Massenolement augoaohen wird, 


•dx 


d^u 
dV^ ^ 


dann ergibt sich die Bewegungsgloicliung 

d^u d^u 

Setzen wir in dieser Gleichung der allgemoinen Theorif' gcmiilJ 


so folgt 


<i^q» 

dp 


+ Kqn — 0, « A„ • (I, 


Kcliwingungen linearer Hyatemo. 
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^ 11. 


urid die Koristaiitexi bestimmen sicli aus den Grenzbedingungen, 

die, z, I?, weun der Stab boiderscits oingeepannt ist, folgender- 
maBeii lauton: 

ra ,v, n " ,, , dn>n ‘ 

(,i) ^ r-- 0, 

Kombiiiiort man dioae Gloichungon mit doxi oben uufgostellten 
A'((), I) .== K'(Q, r A'(l, fc) r~ A'(i, j) 0 , 

I) _ _ I 

(/■>:* ’ f/.rs . + n’ 

KO lindot man auH der allgemoinen Idontitilt: 

f .„ 1 x/ v’(/“/r| 

xAr* f/a:‘ ' ' dx\' ({ d.r'~' dr d.r- d .r dx-\ 

mid dem allgemeinen in § 2 angefiihrton Lemma, indem man 
«lzt: , 

- f K(i:, i),f.x.ix = ,f,x.K'"{x, 

“ J J. J + « 


vi An I A'(.r,j) 9 „,r.(/.r, 

<1 

wie es die allgemeine Theerii) dea ^ -s erwarteii liilit. 

Ist iimgekehrt eiiie Kiinktion gegeben, fiir die die (Jleicliung 

I * * 

(■*) ^'J A'(.r.t) 9 i.r.(i'T — rj’A'(|,.r)9).r.f/.r | f?j’A'(|,.r)9>.r.f/a' 

" .. J 

bestelit, so (indet man unmittelbar 
d<- <f ^ 
d S* 

Nun kauu man setzmi 


“O) - A''"(,M f 0)l9it 


und ebejiHo 

aomit folgt 

(/' 9 i 


0 ) - ■ Hm A'"'(i,J- /A 

A 1 II ■ 

4 } 4 . h i (I 

A'" (I f 0,1). 
A''''(|,| ! 0 ) A"" (I 0 , 1 ); 


/• 9 M A’"' (I - 0 , 1 ) . A'"' (I + 0 , 1)1 == <f, I, 
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Zwoittu* AbHclniitt, 


§ U. 


und die Randbedinguiigen sind iiifolgo der (Ueiclumg (4) orfiUlt; 
jede Losung der Integralgleiclumg lost also atu-h das obon auf- 
gestellte llandwertprobieni. Die Funktionoii <p„, die, wie man 
leicht sieht, die einzigen Liisuiigeii dos Raiidwertiirobltuus siiul, 
reprasentieren also auch die (lesaintheit der I.iisuiigeii der Iiite- 
gralgleicliung. 

In der bilinearen Formol 


{‘“y ?) - X 1 ’ 

It 

die man biernae.h crwartet, liiBt sieh die nuditct Seit<’ als koii- 
vergent erweiseu. Aua deu llandbedingui gen (.1) ergibf sicli 
nilmlich, dab cpn Ldsungen der (lleiehungen 


sind, bei denen m positive imi! durcli din (UniidmiiK 
(5) coHmi^o']m » I 

bestimmte Konstaute sindj man hat claim 

mt a 

zii setzen nnd findet fiir die normiorten Kigtmfimkiicmim 


(p^^x 


(sin - Sin (cos x - t^oj x) ~ icos ih^ ^ iii„ .# i in .r) 

- sin O'oj 


Dies© liegen bei grolien Werteii von zwinchtm cnHUiolum, 
Ton n unabhangigcn Grenzen. Die (llcdtduing (5) zeigt iilnn; dab 
die GroCen w, worm sie groO sind, wc‘Bentli<di win tlii» CHieder 
einer aritlimetischen Koihe wachseii; dic^ Idlimairc^ 


K ™ a ^ mi , 

r* H 


konvergiert daher nach x und | gleichmilBig auf dcir Str<*ekt* von 
0 bis 1, und dasselbe gilt noch von den Reihen, <Hti man erhiilt, 
wenn man gliedweise einmal odor zwoimal dilTereuziert. Int also 
die bilineare Formel bewiesen, so gilt dasHtdbe von den (neiidamgen 




k'{xa)^:£ 


CpnT..<p„^ 

1 ’ 


A- (^,0 = 2 


"'L 


Hc'luviliguugon liiiearer Byntomo. 
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Ilieraus lasson Hicli iiach dev in den §§ 4 unci 5 angewandten 
Moth()(l(5 (lie wicditigHten Siitzc iiber die Darsiellung willkurliclier 
Funktionc'n ableiton, indc^ni nuin nur nocdi die (luellentnalSig dar- 
geatellten Kiuiktionen i 

j K (.r, a) fa . d a 

u 

cnnzufiUiron nud zu zeigcni hat, dnB untor ilinen alle Fuuktioneu 
euthalt(ui sind, die rnit ilirciu ersten beiden Ableitungen stetig 
aind, Btiiekweiac^ ntetige drittc Al)leitnngen bcisitzon luul die (irenz- 
bedingnngcui tier Kigenfunktionen erfilllon. 


§ 12 . 

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene 
Integralgleichungen. 

Auf ein noues init don IntegralgloicdHingcui zusaminenhiin- 
gondos Problem fiihrt die Theorie der erzwungenen Schwjngungen 
des in § 8 betraohteten Massensystems. 

Seine Bewegungsgleichungen haben, wenn beliebige Krafte Qn 
wirken, die folgcndo. Foian: 

( 1 ) (i ^ i? 2, . . . . 


v(‘rHU<‘lu^n wir auf (dut^ ht^gendtu't* Wtdst^ zu (‘rfiilh^n. Die 
wirktuidt^ Kraft X std dns Produkt a, us tdntuu niundich \H‘ninder- 
licdaui Fnklor uud tniHuu von der Zeit abhiingigeu Faktor bar- 
nuuiistdiou ( •harakitu’s, cd^va, indtnu wir fortan stets durcdi deutsehe 
Uutdistaben ven dtu* Zcdt uuabluiiigige (irtiBen, (lurch fi und y Kon- 
stauti^ boztHcluien, 

X f r). 

(itdingt (‘H daiui, di(‘ Bt'Wt‘guug sn zu gCHialten, dab die Vcr- 
riickung n clio a-na.legt^ Ut\stnii 


H MvoHijit 1 y) 

anninunt, ho Ht'gt das voi% was man erzwuiigent* Scdiwingung mmnt; 
u ist ilu*(* Ain|diiud(‘. 

Fin eint^ Kolche lUnvt^gung in den Variablen zu studieren, 
gelion wir von der in aufgcHtellten Uleichung 

j A' 

aus, man sctzcn ka>in 

V.. i 7*1, C,, . • j 
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ZwoitiH’ 


12 , 


Versuclit man mm 

q„ = q„cos{/ji | r) 

zu setzeii, was einen Ausdruck ti von doi- f'owi’mschton Form 
ergiibe, so findet man aus den Cxleichungen (1) 

(i,i 

und hieraus 

fj,. q5„.r — 2 I 3') Ufos(|i/ ; 7 ), 


‘/’ll 


(i) “ “ -- )p ^ A„ • - iP J 

Bezeiclmen wir diesen Ausdruck durch i/'.r, luultipli/.icnm (/•« 
mit K{x,m) und intogrieron gliedweiso, so linden wir 

j K {ce, a) i' a. dot. jp ' 1 

Oder, da die Gleichungeu 

.1 A„ j' K{r,a)q\,a.da 

gelteu, 

j S (A?. ■' IP) \ ^ •'■ • ‘‘ 


.V g)»».r .cl .r. 


‘(3) 


tJ' 


( ^ 


\A„ /i* 

A,. / J 

</'.i 

j” .V • 


li ,r 


(i J . 


Die durchgefiihrtoii Oporationeii niiul erlanht, wcmn tlii* hi- 
lineare Ileihe im (iiriiiulgcbiet ha^Jiglit^h jadar dcr !»r*ich*n in ilir 
vorkommenden Variabeln gleichmiiliig knnvargiert. 

Setzen wir nun 

so finden wir aus der bilinearen Formal 

/■{; 

n • 

dabei ist 

(4) |fa. 93 „a.da = ^ jA>„.r.£i!x, /> - ^ tp„x.j 

und die Gleickung (3) kaim in folgender Form geseludehun werdeu: 

(5) ii ’tj^x = fx 4” X j Jf a) t a . d «, A jp; 


Scliwingungen li nearer SjHtcnnt*. 


41) 


§ 12. 


die Defiiiitionsgleiclmng von ergibt, indeni man die zweite 
Gloichuiig (4) heranzioht, 

(6) i/».r - ^ fa,(p,,a.da ./>4 

Die Gloichung (5), in dm* I willkiirlieh, aber von alltjn 2^ ver- 
Bclueden gedaclit wird, ist (3ino inchtlioinogeno Integralgleiclning 
mit der Unbt'kannten t/»;r und ilu*e Ld^sung wird, so orwarteii wir 
wenigstenn, dnrch die Formel ((>) gogebon, die wir als Schmidtsclie 
Formal bej^oiclmen wollon. 

Intaressa vardient dabei dor besondero Fall, daB in der Intogral- 
gleicliung (5) goHctzt wird 

(7) fx -- /v (.r, y\ — /v (^, //). 

Man findat dann 

and fUr die Unbekannte ergibt sich der Wert 




Oder da 
int, 


1 _ 1 
A — A„ 


A„ (A„ - A) ■ 

I ’(•''i :'/) “ ?/) i 2 ("“ “ A - - A 


W(‘nu ntiu dit‘- bilinearo Formal gilt, erhillt man wcdter 


/V,//) 


Diase (indite m-Bchaint als „ld8andor Kern^ im Siimo der 
Fradli(ylm-llilb(‘rtHclHm 'FluMmie im dritton Abschnitt wieder. 
Sia (udiillt mudi (d) die Glaiabung 


(B) I ’( r, //) K {j\ If) I X J K (j\ a) I ’ («, //) <( a, 

auH dor aine gc'^wissa Iloziprozitiit mit A'(.r, ?/) harvorgeht. Ihre 
machani«c?ho liadmitung ergibt 8i(th aus der Definition von />; 
die (ilaiehungan (7) erschainen, wenn die Kraft X niir in dem 
an die StelU^ // gnmy.tmden Floment dx wirkt, in welchem allein 
die (iridJc* von Null verH(diioden ist Fiigt man notigenfalls 
einon kouHtanten Faktor hinxu, ho gelten die Gleiclmngen 

- 1, /‘I -- j K(x,^)Xdx — A'(|, 

Kui»«rr. Inl«snr4slgltt!ehtinp:«*i». II. A«fi. 4 
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Zweitor Absehnitt. 


S 13. 

Der losende Kern ist also die Amplitude der erzwuiif'euen Scliwin- 
guiig, die auftritt, wenn die erzwingende periodisclu^ Kraft nur 
auf ein einziges Element des Masseimysteins einwirlct. Der in 
r(x,y) auftretendo Parameter X wird (lurch dit' Periode der er- 
zwingenden Kraft in einfachster Weise Ixtstimmt: I t - iP, 


. § E*- 

Erzwungene Schwingungen einer Sake. 

Die eiitwickelte Tlieorie kauu auf die «U7,wuiigeneu Stdiwiu- 
gungeu einer uiigedampften Saite angevvandt wenlen, da imcli 
§ 9 fiir ihre Eigenfunktionen, die als Haumfakttiren der Kigen- 
schwingungen auftreton, die bilimaire I'onuel riehtig ist und 
die bilineare Reihe absolut und gkue.hmiillig koiivtu-giert. Die 
Bewegungsgleichnng der Saito lautet, womi peritalisclK* Kraft 
von der oben deiinierten Bc'scliaffenlunt (dnwirkt, 

und wenn man 

H r“ u cos {jit i y) 

setzt, so daC u die rilumlich v((rilud(>rli('lm Amplitude iht, so 
findet man 

( A 

mit den Grenzbedingungcu 

(2) 11;";== u:' ^0. 

Kombiniert man dieso Gleichungen mit don kemiztuchnetiden 
Eigensebaften des Kerns: 


dx^ 


"• 

und setzt wiederum 

JBE JC (ij?, I) d ^ ^ II ~ I . 

0 

so findet man 

a 

0 

und jede Lbsung dieser Gleichung erfiillt die Bedingungtui ('i 






Schwingungen linearor Syntemo. 
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l . H . 


liedenkt man, dafi 

— y 2 sin ' n :7 rjr , 


m 8etzen ist, so zeigt die Schmidtsclie Formel, daH eine er- 
zwungene Scdiwingung mit folgender Verriickung mdglicli ist: 


n ^ 


A'-l- 


V2 c„.8inn3r,r 


wobei 


cos(/if + jO, 


I 1 

ry 2 /rz. sint^ [ i\: sin r/./’. 


Der erhaltene Ausdruck verliert seineii Siim, wenn /i idner 
der GroBen nit gleich wird, was ausgeschlasson wird durch dw in 
§ 12 getroffene Festsetzung, daU I mit keinor der GrciOen X,, zu- 
sammenfallen soil Da die einfachen Tone der Saite Verrlickungen 
geben, die durch die Ausdrucke 

const . sin n 3t 0? . sin n jr ^ 


dargestellt worden, so sieht man, daC in dem ausgeschlossenen 
Falle die IN3rio(lo der wirkenden Kraft der l^eriode eines Figen- 
tons der Suite gleicdi ist. 

Fiir die McMdianik ist es nun wichtig, nicht nur (dnen tiiog- 
licduvn dypuB von Dewegungen kennen zu lernen, sondern den 
bestimmten, der bei gegebenen Anfangszustiinden von gogebenen 
KrafUm, <dwa den Kriiften X cob {(it F y), hervorgerufen wird. 
Dazu fiihrt die Bemerkung, datJ die Differentialgleichung der 
(u'zwungeneu Schwingungen erfullt bleibt, wenn man zvl einer 
ihrer Liisungen eine Liisung der Differentialgleichung der freien 
Sehwingung(ui addiert Setzt man demgemali 

le H 1 e, V -- g?„a-.(n„eosn7r^ 4" /^nSin 

n 

== y 2 2 ^ ^ (“ sin n ^), 

rt 

80 ist w eine Liisung der Gleichung (1), und cs ist leicht, die 
Forderungtm 

t « i ' 0 

W />, 




4 * 


in cb'iutn 


/;i - /-.o = /;i = 0 
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Zwciti'r AltHchiiitt. 


O A**, 

vorausgesetzt wird, dadurch zu prfiilh-ti, dnU; tiij.ii ,m i 
Funktion nach den Eigenfunktionen anf (in,nd .In- Slitv^f 
entwickelt. Die geforderten Enfwieklung.ni Nin.i ^ ® 




n 

Axis den so nrlmltenen Fornifln liilii .si,di die l-Vsrlu.i-n,, 
der bcliwebungeu so wuit ahleiton, wie iih,.rim» !i ih . • 

sicbt auf die Dainpfungen miiglirli ist. 


Erzwungene Schwingungen mit Rilckslcht «„f dfe D«mpfung 



1st, die Bewegung godainpfter SyKtonio, fiir dio i s i 'T' 
wegungagleichungen angofUlirt «ind. IJnnd.dt itn hi.dr ni .* kl ' " 

fecliwmgungen in der Nkhe oiner Htahih', • 

kann man wiederum setzon; * *" h(» 

* 2 - i * * ** ■* 

betrelfs der ^^erstreuungsfiinktion /•' <ii. r » ■. 

sseiclinet, werde die spezidla Annuliie ' kenn- 


m 

festgehalten. Daan lauten die iiAw, i ■ . 
folgendermaBen: Wnigugiondintigcii nnj.}! gn 

( 1 ) 

j K ■ ■ . + — 

cisbei ist wis oboii * 

gesetzt und bedeutef Aon i * 

ganzs MaMensystem” ■"'''Kralioii 



8 g anzusoiien warn, wt^r-n wir din 


Schwingungen Hut'aror Hytiteini*. 
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i; 14. 


Kraft X wiedor als einfaclie jioriodiHcho Funktioii der Zeit voraus, 
und zwar sei 

0 (it \ r, X WcmO 1 

imd die (iriHien U, 45 von t uruibhiliigig. llieraus ergibt sich mit 
(l(^n Bezeichnungon 

On ' “ J U (pn a* . d . J 45 .r . d ,r. 

die (xleichung £inCOB(h\ 

VerHucht inau mm die Bewegungsgleiclumgeu (1) durch die An- 

nahine ,, , . 

(fn ■ q»eo 8 ^i f r„ 8 m H 

zu erfiillen, woboi die deutBo.hen liuc.hHtaben wicder von der Zeit 
unabluiugigo (Jrdlieu bedeuten, und sotzt auf beideu Seittui jeder 
(lloichung die init coBrt und mit mid nmltiplizierten Ausdruckt^ 
gleicli, 80 ergibt 8icb 

1 bfiXn I ln(\n — 

— ^ qn * h ta — 

Setzt man ferner 

q,, [- iXn — lUn, (p + ^b(i ™ A, U -h 23 i = 4B, 
so folgt a, US don (lleichungen (2) 

0 . I ;«./ I 

'■ i.-l J._i, 

Iiedciitot duller das Zeiehen i){ c vor ciiier komplexen (JrdUo den 
reellen 'I’eil, ho erp;ibt sioli welter, da offonbar 

u ^ < 1,1 <)<,!•>' • •• <‘OHO 21 ‘In 9’n ^ 4 “"l 2 


C-^) 


j ilB ()[)„. r.(i;r; 


ill C e~ " '■ 2 HI,. q >„ . - i)i C (SIB C - '>0 

n 

geHetzt werdeii kaiin, 

(d) a 


A„ ’ A 


Dio hior auftndombi Utnlu^ fiihrt abor sofort winder auf die 
niohtliomogmie. lnti‘gralglei(diung; setzt man niunlich 


SIB ! aV' V-a. 

multi jdizimi mit der (iriibe 

A'OM) 2 


SIB </’„ X' . </ X, 


K 
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Zwi'itfi' Alwi'hnitt, 


§ U, 


und integriert gliedweise, so tiudet man gcmau (lurch <H(> Kechuung, 
die in § 12 an die Gleicliung (2) gckniiiift wiinlts 

(4) — /'I 1 AJ A' 

wobei 

fx — ^)dx -- j U A' (a, |)</.r | ' 1 '' A'f r, ^)<Lr 

gesetzt ist und mir zu bochmkcu isl, dalj der nadlc umi (Un- iiuii- 
ginare Teil dieser GrdCe als iinollciinulUig dargcsti'Iltc I'anktioneu 
des Ortes auf die Fouricrsdu^ WtuHis crntwickclt wi'rdcu kiiimen; 
dasselbe gilt dahor von dcr ganz(>n Gridin /'./• sidb.st, woinit die 
zitierte SclduUreilio fiir den vorlicgondcn Kail giiltig Idcihi. Die 
Integralgleicliung (4) iat also durch die Kcilni i,"./' anch fiir kom- 
plexe Werto von A aufgoldst. Setzt man \vi(> in 12 hosondcrs 

fx = K(x,y), so orhiilt man die Gloiclauig (H) d(>8 5; rj, <li6 
Kesolvente der Frodholm-Hillasrtsclum 'I'licoric, fiir kumplcxe 
Werte von A. Ihro Ldsung, die Griillti /'(.r, //), erachoint j(‘tzt 
in engstem Zusammonhang mit ciimr (•iv,wuiig(!ncii, gt'diimidttm 
Schwingung; die zugtdiilrige Vorriickiuig iwl 

« Slfc .V)), A ■ /fJ 1 II (it \ y. 

Wir wenden dieso Tluuirie auf dits Scliwingnng di'r gcdiimid'toii 
Saite an, deren Bowogungsgleichung in dem Ilczcichmuigcu des 
§ 13 jetzt folgondo ist; 


Setzt man 


d^ii , 'dll I'^H 


!( (/. (JS X, 


wobei q von t allein abhilngo, so iimhd man 


(j f h <} 1 qi 

q (p <1 


ft ist von X und t unabliiingig, und oh gtdtt-n die (ilficltiiiigmi 
q bq (tq =rr (), 
deren zweiter die Grenzbedinguuguu 

q> 0 - ( qi 1 0 

beizufiigen sind. Daraus ergibt sioh sofort 


(„ 1 , 0 ...) 

und wenn man die versehiedoneu Werto n ausdriicklidi untci- 
scnoidet, 

(p =-. <p„x V'Asinnwx, 

in + hljn ~|“ A„l'/„ : (). 


( 5 ) 


Sehwin^ungtm linearer Synt^mc*. 
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§ 14 . 


Miicht man daJier don Ansatz 
((i) H -- - 2 

SO ist (las Problem dor gedampftcn Haite vollstiuulig der obon 
eiitwickelton dynamischen Theorio oingeorcinet 

Nun ergibt die (Jleiclmng (5), wenn und Jin Integrations- 
konstante siud, als allgtmieine I^oHung 


r- sin / 

Oder knrz i (/l„eoHj^,f } //„sin;),iOi 

indem wir allgoniein 

jin ""™“ 1 ^ i^* 

setzen; darans folgt nach ((>) fiir dic^ Vtnnn'u’kung bei irgioid einer 
freicn Schwingung 

1 linHmjinfy. 


Die Verriickung bei ainer erzwungeiien Hchwingniig unter der 
Wirknng ainer Kraft, wie sie in der allgemeinen Tlieorie Toraus- 
geeetzt wurde, wird durch die Fonnel (8) gegeban, in der nur 
Xn X :: fP ib§ 


zu R(‘tizen ist 
Krilft(‘ 

tbnnci 

n 


Die auK (dneui l)estiinmten AnfangszuHtand durch 
h(‘rv<u'g<»rub*ue, Vcu’rue.kung wird also dundi dii' 


yoe * i sin p„/) sin ujr.r 


•^n-'*3T' - fP ^bji] 


sin HTTj ' ti .. 


diirgosiellt, und die Bowt^gung Hotzt Bich huh der erzwungemm 
und Kigimsehwingungeu zuHammen, I/td.ztere allein entbalten in 
dm* Amplitude den Fakttu* /' * tb‘r, tla nniurgem.HI] pfisitiv 

.si‘in mub, dit‘ KigtmHc*hwingung«m ztun Abklingen bring! ^ se dull 
Hiddifdilicli nur die «u*zwungtme Sidnvingung merklieh bleibt. 

Iht hpi‘7.itdl zur Zeit i n dit‘ Saite in Bulie und in der 
Dltdrbgewielitsliige, tindet man leicdit; 


2/t. 


:i(e 


■' j * 

i ft n 


jp 

i/n i j 

nic 

2 {i i f 


,P 


sin it xj'd x 


1 :! !/*„ /* 


i* /I , ) 
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlicli, dall, weim die Diimpfungs- 
konstante klein und (i eiiiem bestiinmten Werto na iiiilic gologen 
ist, so dafi die Periode der erzwingendon Kraft iiahe/.u odor ganz 
mit einer Eigenperiode der Saito ubereinatimmt, die eutaprocheiulon 
Koeffizienten und B„ im allgenicinen groli sind. Daraus folgt, 
solange der Wert des Exponcntialfaktora dcsr EigciiKtdiwingiiiigon 
noch nicht zu tief gesunkeu ist, die liekaiuite ErHcdu-iiuHig der 
Schwebungen, die abor mit der Z(dt durch den erwiUiiitou l-'aktor 
wieder verschwindet. 


§ 


If). 


Kleine Schwingungen in ausgearteten PfiUen. 


Die Methode des § 8 setzt wosentlich voraus, dab die Kou- 
stauten X„ yon Null verscdiieden sind. Der Fall, daO eine von 
ihnen verschwindet, die entsprechondo GrbCo 7 also in <ler poton- 
tiellen Energie nicht vorkomint, katm so formuliort werdi'ii, dab 
man dem Ausdruck dor potoutiollen Energie dieselbo l‘'()rm gibt 
wie in § 8, in der kinetiscdicn Energie und im Ausdruck der all- 
gemeinen Verriickung u aber oin Glied hinzufiigt: 



n 


Ilk 


Dann ware oino dor Bewogungagloichungeii 


di» 




und im Falle des Gleichgewichts hatte man die (ileielmng 

die im allgemeineu nicht mohr erfullt werdon kami, wenn das 
Kraftsystem S? in die an der Stelle | wirkendo Einzelkraft iibergolit. 

Urn das Gleichgewicht aufrecht erhalten zu kiinium, lassen 
wir neben dem System noch in jedom Massouelemeut eine 
Kraft wirken, die bei einer Verschiebung du die Arbeit Vduil.r 
leistet. Alsdann sind die verallgemeinerten Kraftkomponenten 

Qv ~ .dx -t" I X cpyX .dx, i> 0, « 
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imd die eratt' von ilmen, die verB(‘.hwinden muC, wird, wenn man 
das System wio friilier ai)eziali8iert, 

(Ja J 1 (pa^ -- 0. 

Diese (ileichun^ erfiUlt man am oinfachattni, indem man 

setzt; dann haben di(^ (JriilJen Qn wieder die friiliere (lestalt 
Qn ‘J Xfn^r.d.r - I Xd.r 
da die Ausdriicke 

j }’ q)n • d X (po f . j (Pv X . a' d ./* 

vorschwinderi. 

Ilieraus ergibt sich iru Kalle de.s (Utdehgi^wit'his \vi(‘ in ^ s 

.. . 

(In , ' J ’ 

utul fur (lie Verriickuug erhiUt man die Formel 
u — qt.<P(i .« -|- ^ ^ , 

M ^ 

in der r/o eine Funktion von | bedeutet. Gelingt es speziell, die 
Krilftc X and Y so m beatimmen, dali bei der von ilmen fast- 
gelialbmen (Ueichgewichtslage die Koordinaie (jn ihren Anfangs- 
W(‘rtr Null erhiilt, so ist di(‘ (Jrd(5e 


K{j\ $) 


X 


als Verriickung mechaniHch voHkommen gedeutei, uml sio gibi 
ala Ktnm eimu* Integralgleiclmng genommen die Hezielningtm 

b “ I X (j\ ^)<pffX,dj\ i /v (pit J* • d J' ih 

nic‘ hit'r tmtwicktdii^ Methode bleibt mii einer leiehten M«)di“ 
tikaiioii brauehhur, waaui dit* lebemlige Kraft 7' und die Vi‘r- 
riiekung n zwei Koordinnten, etwa f/o und 7 t,| enthalteni die in 
cbo‘ potent ielltai Knergit* nieht vorktnnmem Hat man damgemiii 
di(^ (Ueielmngeii 


u ! v, V»y«< 


J- 


1 
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S i:». 


so brauctt man nur 




zu setzen: clann erhiilt man nilnilieh zuih*ie!iHt dit^ 

J S(poX.da- = —cpo^, J S'<r<n 

und wenn X auf die oben goschildertt^ Wi'inc in citu* |tiuiktui‘l!(' 
Kraft ausartet, die im Punkte | wirkt, wo crf'iiit sich 


also 


j XcfoX.dr -■ (po^, yS(f>„ii.(l.‘ 

j (X + S') f(^’ ! (I. 


Damit ist der Boden fur die wcitenni olieii gi'Zftj>(»nou Stdiliisso 
gesicbert, und man findet als Wirkung liiT puukttndl Kfwurdciifii 
Kraft X und der Kraft S eiur Vorriirkiiiig vim tier iMinn 


n — thTo-<' + ! 


<i „ I . «; „i 


Gelingt es hier, go miid f/„i zum Vorwchwimlfii m liriiigon. sn 
ist u der Kern ciner Integralgknchung, dvrvn iMgniifunktitutfn 
(piX, g)j.r, ... sind; offonbnr geniigt hiiTZii, dii* Gnilii' « lirit 
Gleichungen . 

J M gjo .r . d ./• J i( f;’,„ .1- . d J ( I 

zu unterwerfen. 

Diese Metliode ist ohno Andtiruiig »uif tlcn zii Kjnli’ (b'w ^ w 
besprochenen Fall anzuwendon, daH die leltfiidige Knift i«ieittiw|i 
versclmindet und die BowogungHglciflmtigen 

d F , r-r 

, . -f .™ u 

d g»i dg„i 

auf WarmeleitungsYorgango anwendbnr werden. Weiut <lu«ii du> 
potentielle Energie F von q, froi ist, w(. nimint .lit- .‘iitM.re.dH'u.le 
Bewegungsgleichung einfach die Form 

C/o =r 0, g„ ™ cotmt 

arf, so dab q,cp,x eine stationilre Tompemtur roprawontim!. Dm- 
punktuell wirkenden Kraft entspritdit mud. S 8 e.n., \Va,in,.<,u.dl,.; 
ftktTnr^'^^ Methode. den Kern zu Eig-n- 

daU man auBer dor Quelle im Punkte | dureh dus gauze Sy«tmu 
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hiu Wilrmemengeii auftreten liiBt, imd zwar im. Element dx die 
Menge — 9,) x.(poi.d x. 

Die hiordurch liorvox-gerufono '■l’eiiii)oratni‘ K(x,^) sucht -man 
dann ho zu spezialisiereu, da(l 

was rnuglich ist, da man joder statiouiiren Temperatur einen 
Summandnu const. 90.?; beifiigon kann. Ist die letzte Gleichung 
erreicht, so erwartet man die l)ilineai*e Formel 


K{:r, 




Spexielle Fille von Ausartung. 

Wir wonden die letzten Formeln auf den Fall eines longi- 
tudinal schwingenden hiomogenen Stabes von der Lange und 
Masse Eins an, dessen Enden frei sind, und der demgemafi in 
seiner Langsrichtung verschiobbar ist. Bowegungsgleicbung und 
Greii'/beditigungen sind Tolgendc': 

?!*// <)- u ru 

f'/- (Ur 

Dii'se lM)rderungcn werden (M'lTillt, wenu man u konstant 
Hctzt, was olTenbar cune longitudinab^ Yerschiebung des unver- 
/.('rrieii Staiu^s bcdeutoi Allgmneiu kann man daber setzen: 

” I, n - tio + 2 

*0 

Hodann lindtd. man atm der Bew(‘gungsgl<dcliung, indem man sie 
auf jr»deH tunzelm^ (itlit*d der bdzUm Sumnu' anwondet, 

i I ^ 

und die Ch'tmzhtulinguiigen ergelum, dab 

A„ ;T'n% \2mHn7rj' 

7.U netzen ist. 

Nun ini bei der zugrunde gtdegien Form dor Bewegungs- 
gleiehung ta (hr div in tier Bitditung wacbsender x wirkende 
Spaiiiiuug; werin dalier in eintun Bunktt* .r eine Linzelkraft P 



60 


Zwoitoi* Almflinitt. 


^ 16 . 


wirkt, so mufi dieselbo mifc den auf lioidou Stuten dieser Stello 
angestrebten Grenzwerton dor Spiinmnig iin (Hoiflig.-wioht Hoiii: 

n, 

d.t' a ■ II 

Oder fiir P = 1 

dXiiu 


Wirkt ferner in irgond oinom Klt'iiu'iit. t/.i fiiio lougitudinalo 
Kraft Ydx^ so mulJ sio im (iloiohgowiidit Htoluni iiiit dor U(‘hu 1. 
tante der in don Enden des ElemontH anf di<>soH wirkondon 
Spannungen, also 


Ydx-Y 


0« « t '<« 
0 ;r , 


r 


f*s II 

ft 




Suclit man also nach dem Ansatz dm § Ifi ilio ifltdrliginvirldH- 
&gm des Stabes imter dor Wirkung oilier ini dor Hltdlo | an- 
gebracliten Kraft von der IntanHitlit Kiiih iiiict tniior ini Filonumt 
(lx angebracliten Kraft 

Ydx — - ■ dd\ 


so ist die zugehorige Verrilrkung diejaiiige lirmiaig dtn* tUinrhung 


d'-i u 


U, 


die die Grenzbedinguiigon 


dn ^ 
dx 


Cl 


erfullt und an der Stollo ^ eino Enstotigkoit darl.iotot, dio durch 
die Gleichung 

du,'*-'’ _ j 

daT,«,,. 

definiert wird. 


Ala Losung dieser Aufgabe ergibt Hioli, wio «chitii in 
bemerkt ist, fiir .e < g 

f 
2 


u 


•S + ' 




X -f 


.rn + 1» 


•kc, 


fiir ic > I 
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xmd wenn man ti (lurch K(Xj^) ersetzt, gilt fiir die Funktionen 
q)i .r, <p .2 . . . (lie Integralgloiclmng 


(Pn^' 


1 


wiw man aim den DilToreutialgloichungeii, doron Integrale 

nnd <pnHi> Hind, lei(d>t vcrifiziert. Die Konstanto c bestimmt das 

(Hied (io(pu-'' ill der allgeineinon Foi-niol des § 15; setzt man 


sn findot man 


1 

S' 




0, 'K(T,i)d^ - 0, 


und diese (Ueiclmng bedoutet offenbaz*, daU dor Koliworiiuukt, des 
Stabes seine ursprunglicbo Lage behiilt. 

Kin verwandtos lieispiel biotel das in § 10 betrachtete rn- 
tiorende Seil, wenn es nicht in der Achse endet, sondern sich 
von X ~ — 1 bis a? + 1 erstreckt und auch da, wo es die 
Achse schneidet, liings diesor beweglich ist wie ein Faden in 
oincm liinglichou Nadeliilir. Man hat dann fiir die Funktion (p„ 
di(' licdingiing, dali die (Iriillen 1) und g)„ {— 1) endlich 

scin miissen. Die llaridwortaufgabo, in der die Differential- 
gh'ichuiig 


(/ 

d X 


(1 


dx 


k(p 0 


auftritt, hat aiu^ln Liinung, wenn I ~ 0 gesetzt wird, und 
zwar dit^ Kcmstanto; normiart man, so argibt sich 

1 

Dn nun wi(» in § 10 autdi hitu‘ di(^ Spannung durch 

e n 




(1 r^) 


0 j 


auftgadruckt wird, bo lindtd xuan fiir die (JreanBcdu^ Funktion die 
(ileicdiung 

// I it 

0, 


d 

(1 

,, dn 

dx 


d 

(1 

dll ' 

dx 

' ,/j-i 


I 
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und die Unstetigkeitsbedingung 
'' ^ dX 

Setzt man u = K(x,i) und bestimmt die in u rerfugbare 
additive Konstante so, dafi die Gleicbung 

]K{x,^)dx=0 

besteht, so findet man 

X < I, l<{x,^) =-|Iog[(l — ru) (1 + 1)] — I +log2, 

X > I, K{x, i) =_|log[(l + X) (1 - ^)] - I + log 2. 

Die Losiingen des Randwertproblems sind, wie im vierten 
Abschnitt naher ansgefuhrt werden soli, die Legendreschen Poly- 
nome beliebigen Grades. 

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trails- 
versalen Scbwingnngen eines Stabes, dessen Enden beide frei 
sind. Halt man die Bezeichnungen des § 11 fest, so hat man 
fiir die Verriicknng die Differentialgleichung 


( 1 ) 


d^u d^u 


0 


nod die Grenzbedingungen 


( 2 ) 


c^u 

dx^ 


I 0.1 


0. 


d^u 

■ 

Diese Forderungen werden zunacbst erfullt, wenn man 

M = g;<px 

setzt und die Differentialgleicbungen 

.“. = 0, ^^ = 0 

gelten. Die GroBe g}x kann dann aus zwei linear unabhangigen 
nmren Fimktionen von x, etwa 1 und x — e zusammengesetzt 

wer^n; iese sind aber nur dann zueinander orthogonal, wenn 
die Gleiclningen 

I 

J(^ — c) dx = 0^ c = j 

0 

^Iten. Funktion x-j wird ferner erst dann normiert, wenn 
WIT sie nut yi2 multiplizieren; denn man findet leicht 


St’hwhigungon Hnoarer Syntomo. 


6 S 


S 1 ( 5 . 


Hiernach win! man sotzen konnen: 

= 1 , qn,„.r - yri (a; — i), 

uiid OB gibt speziolla VerrU(‘-kungen von der Form 

u ■ r/o qo,, r 7ft a ■ 7 oi 9 oi V > - (^' - j)" 

in (lenmi r/,, uml 7„i liiiearo Funktioncn cltu- Zeit Bind, so diiU 

__ _ 0 

dt^ "" " ■ 


Dio mechaniaclio IkuloutuiiK diosor Vorriickungon ist leioht, 
orsichtlicli: die or-sto orgibt eino longitudinalo Vorsolnobung dos 
iinvorzcuTtou Stabes, die zweito oinc Drehung nm don Mittcd- 
punkt X == DaC die poteutiollo Energic dos Stabes von don 
Amplituden dieser Bewegungen unabbilngig ist, wonn von der 
Schwerkraft abgesehen wird, machen schon allgomoine dynamisclui 
Erwagungen plausibel. 

Femer worden die Forderungen (1) wnd (2) erfiillt, wenn 
man ansetzt: 


(:■>) 


a 


d* (pn 

dx' 


“ 7 ^* * — 


dx“ j 


(-0 


d'^i/u 

dn 


+ 7>i 


0 ; 


Hind Mi,, die positiven Wurzeln der Gleiohung 


80 findot man 


coswGoim 1 , 
A,. = amt,, 


uml wenn man die Funktiouen 9n.r normiei't, 

(mnHi„- siiu/i„)(c.OB>«„.T l-(foi»n„.c)-(oos»)„ - (kijw„)(8in)«„.r+5mm„x) 


Au 8 den Gleichungon (Jl) folgt leiebt 
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ni 


auBerdem aber auch 


(pn ^ — Y~ 1 — ^n' 


CPnCi-du = ^ J 
0 0 
^ 3 1 

jcc(p„a.da = ~ j ctg^'Jtx.da = ^ | « 90;" a ! — f 

”0 " “ 0 


(p'" oc . d cc 


a i'l 

■ ~{a(p\”a — cp'^a)\ = 0. 

0 


Die FunktioneD (pn^ sind also niebt nur untereinandoi*, 
sondem auch zu den Funktionen cp^x und (p^^x orthogonal. Mail 
findet daher, indem man 

u = q^cp^x q^^ cpQ^ x -j- ^ (p^^ x 

n 

setzt, fur die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck 

0 ■ n 

und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig er- 
lialten, wenn man fiir die potentielle Energie den Ausdruck 

ansetzt. ^ 

<PnX Sind, lassen wir im PunktP ^ ^ i -uunKtionen 

der Intensitat Bins wirken- dt Jr. T Kraft yon 

hat dann nach 8 n Hip tt f +• tewirkte Verriickung u 

nach § 11 die Unstetigkeit, die durch die Gleicliung 

( 5 ) 

— = 1 
i^+o 

S^feinTLstml 

d*u , • 

her; lassen wir nun auberdem die Krafte 

-(9>o^.9oH-<PoiJ;.9C)oi|)d^ 
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wirken, so ergibt sich als GleichgewicMsbedingung die Gleichung: 
d^u 
^ d 

d^u 


( 6 ) 

Oder 


dx^ 




0 


0 , 


Diese Differentialgleicliung verbunden mit der Unstetigkeits- 
beziehung (5) und den Grenzbedingungen 


d^u 

dx^ 


0,1 


d^u 

dx^ 


0 


ergibt durcK elementare Rechnung folgenden Ausdruck: 


au — aK{x^ = 


^ ‘T 


12 




20 

11 

210 


12 


13 

35 




(« + ^) 


Ans den Gleicbnngen (4), (5), (6) folgt mittels der Identitat 

d^w d^v d r d^iv d^v dw d'^v dv d^wl 

^ dx^ dx^ L dx^ dx^ ' dx dx- dx ^ J 

die Integralgleichung 

9n I = j K {x, I) • d X 

0 

sowi© die Beziehungen 

1 1 

^)(p^x,dx = [ ^Poi == 0. 

6 0 


§ 17. 

Die ausgearteten FSIle nach einer zweiten Methode. Systeme, deren 
Schwingungszahlen sich im Endlichen hSufen. 

Ein© andore Methode, die ausgearteten Falla zu bebandaln, 
ergibt sich, wcum man davon ausgelit, daB die ersten Eutwicklimgen 
des § 12 giiltig bleiben, wenn beliebig viele der Konstanton X 
verscliwiuden. In den Entwicklungen namlich, die von der Glei- 
clmng (1) aus zu dem Ilesultat (2) fuhren, treten iiberall nur 
die Nenner Xn — (P auf; ist also ft von Null und alien nicht 

Kneiwr, lutogralgMchungou. 2. Autl. g 



66 


Zweiter Abschnitt. 


§ 17 . 


verschwindenden 

Aasdruck 


Werten Terschieden , so reprasentiei'’t der 



x.dx 


die Amplitude einer erzwungenen Schwingung, und 36 ist der 
Eaumfaktor der wirkenden Kraft. LaBt man diese wieder in 
eine allein an der Stelle | wirkende Kraft von der Intensitiit 
Eins in der Weise ausarten, daB die Gleichung 

jXdx = 1 

gilt, so geht die GroJSe u in die Form 


( 1 ) 




(p„x.(p„§ 
i /?2 


iiber, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral- 
gieichung benntzt werden, deren Losungen alle Funktionen <p„x 
sind, gleichviel, ob die zugehorigen Werte verschwinden odei* 
nicht. Denn offenbar gilt die Gleichung 

<Pn^ = (K — ^^)ju<p„xdx, 

und die Differenzen — /3a sind alle von Null verschieden. 

Der Nutzen dieser Bemerkung beruht darauf, daB die mecha- 
niscbe Bedeutung der GroBe u unter Umstanden gestattet, sie 
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Keihe (1) strenge 

zu summieren. 

Wirkt z. B. anf die transversal schwingende Saite Oder den 
longitudinal schwingenden Stab im Punkte a: = | die Kraft von 

to 80 U die Verrllokui.g „ in einen 

Kaum- und Zeitfaktor nach der Gleichung 

u = ucos(/3i-(- y) 

zerfallen, so muB nach § 9 (3) die Gleichung 


cos (/3t 4- ^ cos (/3t -j- y) 


Oder 


lestekeiL 


^+0 


du 

dx 


A-o 

^+0 


= 1 


Femer gdt allgemein die Differentialgleichung 


§ 17 . 


Schwingimgen linear or Syntomo. 


67 


und (lie Grenzbedingungen sind im Falle der Saite 

u = 0, 

im Falle des Stabes 

dll _ 

~ 

Die diese Forderungen crfullendeii GroiJen u sind ab(^.r schon in 
§ 1 bestimmt; man findot bei dor Annalime x > ^ fiir die (JniBe 
u im Falle der Saite 

Shi /i (I — :r)6in 

(i Stu /i ’ 

im Falle dos Stab<.^s 

(Hij (i (l—x) (so{ 
li Sin (i 

nnd bei dor Annalime x < g sind die Duebstaben x und ^ zu ver- 
tauseben. 

Dio saratlichen beim Stabe auftrotenden Eigenfunktionen, 
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie 
entspricht, sind also Eigonfimktionen des Kernes (2), und der Eigen- 
funktion 1 cntspri(*.ht diu' Kigenwert — der Eigonfunktion 
y2 (‘.os njr.r dor Kigonw(‘.rt — (iK Nimmt man ubrigens 
kom|)l(‘.x, so ist den* Ausdruck (2) im Sinne der Funktionenthcorie 
cine meromorpho Funktion, deren Partialbruchentwicklung einen 
Hireugtni Iknveis fiir die biliucaro Formol des Korns u liefert und 
ferner luxdi fiir din Entwicklung seiner Ableitung nach x oder 
Dies(‘- Iknveisniethode liiiJt sicb, wie wir spilter sohen werden, 
aiKvh in allg(miein{n*eu und sebwierigeren Fallon anwendeu. 

llitn’ nuige (*ine Botrachtnng liber ausgeartete Groensebe 
Fimktiomni Pln,tz (iiubni, di(^ voii Fredholm berruhrt und von 
Hcha.cftu* auf dit^ Theories der Dispeirsion und der Serienspektren 
angc'waiult isi 

Sei A' (.r, «) oiner dioser Kerne, fiir den die Gleichung 
1 

j K (ir, a) da ~ 0 

u 

Oder allgemeiner die (ileiebung 

1 

(;*)} j K {j\ a) da — a 


6 * 
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gilt, in der a eiiie negative Konstante bodeutet. Sei ferncr ®a: 
die Verriickung an der durch x bozoichneteu Htelle eines iinearen, 
von a: = 0 bis a; = 1 erstreckton Masaonsystems DJI und werde 
angenommen, dali das MMsonelomont dn aiif das Element dx 
die Kraft j — (^nldx da 

ansiibt. Dann wirkt auf das Element dr die (losamtkraft 
1 

dxjK(X;K)\(^).r-~-(‘')a\du, 

0 

und man erhiilt die Bewegungsgleiclmng 


dx 




d 


I 

r j K{r, a) 


0 J' 0 ^ I f/ 


Soil das System liarmonisch scliwiiigeii, so hat man otwa 
(»)x r- y) 

z\x setzen und erhiilt sotort 

1 

— jS* 9 X J K {j\ a) [<p X -- qm\ila, 

0 

Oder mit Riicksicht auf die Gleichung (3): 

— (3^ 9 ir = a cp iT' — j K (i\ a) 


(4) (p ^ — A I K m)q)m. d m , 

0 

wobei zu setzen ist 

1 1 

A= . (P 


1 ^ 


Die Eigenwerte der Gleicbung (4) werden sich nun , soweit 
man nacb alien bisherigen Beispielen verrmiten darf, imr im 
Unendlieben baufen; sind ihrer unendlic.h vksb^ win in den be- 
trachteten Beispielen, so erhiilt das Massensyatinn DJi uuondlich 
v iele Scbwingnngszahlen die aich in dor Niihe dos Wortes 
y — a baufen. 

Auch die erzwungenen Bchwingungen dioseH Hystoms sind 
leicbt zu iiberseben. Wirkt niimlicb auf das Element dx die Kraft 

dx.X cos (fii -f ?’) 

und versucben wir, 

0x = u COB {fit + y) 
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(>d 


zu setzeii, so hat dio Hcwegungsgloichuiig dio folgcnde Form: 


(lx 


r'“ ("> X r 

is. ~ J (‘"'■I “) 1 ■''' “ « I (/ « • f (I X . .V cos (/3 / + 5 ') ; 

0 

Hie ergibt fiir u die (lloichuiig 


(jP -f- «) It j A'(x, «) u («) (la — X , 

{) 

also eine nichthomogeno Integralgleichung, die durch die Schmidt- 
sche Formed nach § 12 Hof(»rt geliist wordeii kaim: 
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AUgemeine Tlieorio der Int(‘gralglei(‘luing(‘n 
mit symmetriKchem K<‘ni. 


§ 18 . 

Die Schwarzschen Konsianien. 

In den orsten boidou Absclinitteii ist nur von Intagral- 
gleichnngen die Rode gowesen, bei douon die* bilinearo Kormel 
gilt; sie wurde entweder dutch boaoudore Ilnterauchung doa KoriiH 
bewiesen oder, wie an einigen Stelloii dea zwtuton Absebnittea, 
nur plausibel gemacht und vorausgesotzt. Dieao Liickon fiillen 
sich dutch den Hauptsatz der Theorie dor ByHimetriHoluui Ktsruo, 
der von Hilbert und dann nach anderer Metbodo von Hcshinidt 
bewiesen ist und dahin lautet, daU jeder stetige symmotriacho Kern 
mindestens eine Eigenfunktion besitzt. 

Die Buchstaben x, y, a, ... inbgon Htolhm eines reollen (hnuul- 
gebietes von beliebig vielen Dimensionon , d.r, dy, r/«, ... die 
Elements dieses Gebietes bedeuten; jedes uubestimnito Intogral- 
zeiohen bedeute die Integration uber das (Irundgobiot, also eiu 
so vielfaches Integral, wie die Anzahl der Dimensionen dos (Irund- 
gebietes betragt. Dutch K (*, y) werde eine roelle , ini (Inmd- 
gebiet stetige, in den Stellen x und ij Hymmetrischo Funktion 
derselben bezeichnet. Die Behauptung ist, daB die (Jloichung 

(px = A j K (x,oi,)(pn.da 

■'Hen ist dutch passende Wahl der Konstanten A und dor 
px als im Grundgebiet stetiger Funktion der Stelle x, 
aer Funktion von so viel Variablen, wie die Anzahl der 
uonen des Grundgebietes betragt. 
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Der (rrundgedanke des Schmidtschen Bevveises kanu nun 
dexitlich geinacht werden, indem man ganz hedingt von der 
bilinearen Formel 

K{x, y) — 

H 


(pu^^'^qhiy 




aiisgeht iind wie gowohnlich die Gleichung 


(p^^ X = Xn j <Pn « • 


an8et2:t. Ersetzt man dann in der bilinearen Formel ?/ durch 
multipliziert mit K(oc<,y) nnd benutzt die Intogralgleichung, bo 
ergibt sich 



/v (rz, If) (lx 



cpnX.^nV 


Die linko Scite dieser Glciclmng liciCt der zu A'(:r, v/) geliorige 
eirimal iterierte Kern nnd werde dnrcb A>(.r, ?/) bozeiclmet. Setzt 
man foruor allgomoin 

^ (x, 3 /) = J cc) K (a, y) (I 


wodurcb die mehrfach iterierten Kerne definiert sind, so ergibt 
sich die allgomeine Formel 


/v:»»(.r,;//) = 2 




Donkt man Bich mm die Kig(mwerte In narh wachBemler GriiBe 
des absolutcm Itetragcs geordiiet, so wird das erste Glied wabr- 
Bcheinlich sebr bald die 8])iiteren iil)orwiegen, imd ex'geben sich 
l)ei grolJon Werten von m die aimalicrnden Gleiclmngeix 

A'"‘ (.r, ?/) A"* (pi^-(piy 

uml hiorauH, wcnn dio Kimktion 9, .r der (iloichuiig 

gemiUi tummiert wird, 

I K>'<(x,x),l.r . 

J 


Iliernaeh 

Formol 


io'wartet man, den kleinsten Eigeuwert Aj (lurch die 


I 

A, 


— lim 

m 00 



x) (I X : j (x^ . 



und (due zugehorigo Kigenfimktion dundi die (iloiclmng 
('(p^T = lim (;r, y) Af 
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.Drittor AbHchiiUt. 


§ 18. ^ 

zu erhalten, in der C eine von x inmbhilngigo (iriiCo bedoutet. 
Der Schmidtsche Beweis, den wir gebon, zeigt mm in der Tat, 
dab die in den letzten beiden Oleichmigen anftretonden (Jronz- 
werte existieren und in gewisser Wcise die gOHUchten (hxiBen 
ergeben. Die in der vorletzten Gleiebung auftretenden Integrale 
sind die Schwarzschen Konstanten 

Das allgemeine ITaupthilfainittel iat die Scliwarzschc I'n- 
gleichung 

1^. J /"a! . Fx dx 1“ ^ J (fxydx J (Fx)'^ dx, 

in der fx und Fx auf dom Grundgobiot stetigo Funktionou des 
Ortes bedeuten; sie konnen auch tuistotig sein, wenn nur die 
Integrale ibrer Quadrate und ihres Produktea iibor dna Grund- 
gebiet endlich und bestimmt sind. Untor dicaen Vorauaaetzimgen 
gilt, wenn p und q beliebige reelle GriiCen sind, die offenbiiro 
Ungleicbung 

j{jifx-\-qFxydx ^ 0 

Oder 

J (M ^dx+2pq j fx . Fx d x + </'■* J ( Fxy dx :>0. 

Nun kann die quadi’atiscbe Form '^dipq f (hy nur dnnn 

bei beliebigen Werten von p und q nioinala nogativ wcsrden, 
wenn die Ungleicbung 

A a- m ^ 0 

gilt, und damit ist die ausgesprooheue Bohauptung erwiesen. 

Um nun zur Untersucbung der Schwarzsclien Konatautmi 
iiberzugeben, beginnen wir mit der Bemerkung, duB auch die 
iterierten Kerne symmetriscb sind. 

Denn ist dies bis zu iC’*(x, »/) hinauf bewieaon, so gilt die 


Gleiebung 

JiL»+^(p, 0 ) = j£:»(x,p)K(x,s-)dx 

Oder, da man 

— 1 j " ~ * (x, x) K («, ij) K (x, il X d u, 


j jfn - 1 «) d a: («, s) 


einfiibren kann. 


X" + 1 ( 2 /, ^() = J (u, e) K (u, p)du - - if" + ‘ (e, i/), 

womit das Bebauptete erwiesen ist. 

Ferner gilt die Gleiebung 

( 1 ) — jK'‘(ci,x)Kr(cc,y)da, 
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§ 18 . 


jedeiifalls fiir r — 1 ; gilt si© aber fur irgend ©inert Wert von r, 
so gilt sie aucli fiir den um Eins groCeren. Denn aus ilir folgt, 
da man die Integrationen vcrtauschen kann, 

J (.r, y) K (//, (I // = j J if « («, x) JO' (a^ y) K (r, y) dad 

odor 

Jf » + 1 (x, z) = J i:« (a, x) JO + 1 (a, z) d a, 

wie behauptet wurde. Die Gleicbung ( 1 ) gilt also allgemein. 
Aus ihr folgt sofort 

^ = II if » (a^ x) (a, x) d a d x^ 

r::r | ^ JO^ {a^ x)^ d a d x^ 

und liicraus nacli der Scliwarzscben Unglcichung 

0 )i ^ r M • 

und spoziell 

(2) Uin ^ — a f/an + a- 

Ferner lafit sich zeigen, daB all© GroCen U^n positiv sind. 
Denn zunachst gilt dies vori 

I if a (a, a) d a j J if (rr, a) if (.t, a) dxda^ 

da A' (.r, //) iiiclit ideiitiHch versohwindet. Ware nun //2 m die 
(‘rstc vorKchwiiiidimdo der GrtiBen so luitte man der 

(Jloichung ( 1 ) zufolge 

,n — J j (:r, ay d x d 

also verseliwiinde a) idoiitiseh, mitliiii aucb der Formal ( 1 ) 

ziifolgt^ if ‘ Cg dann 2r die gerade der Zahlen m imd 

m- F I 7 vorschwindet die Grofie 

JO {x^ x) — j JO' (Xy ay d (%, 
mithiu auch JO'{x^a) ideutiBch, mithin ist 


I ~ j lO' a) d a • - 0 , + 1 = J Jf ^ ^ (a, a) da 0 . 


Damit geritde man aber in einen Widerspruch zu der Voraus- 
Hotzung, Turn 8 ei die erste verHchwindendc in der Reihe der GroBen 

IL 

Man kann daber in der Ik^ziehung ( 2 ) stets durch Ikn* 
<lividieren und erlullt 


(d) 




U% n + -i 

'~U,n ‘ 
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Anderseits ergibt sich mittels der Gleicliung (1) aus der offen- 

baren Beziehung 

J (x, uy + 2:pg,K”‘ (x, k) (y , «) + y (y, a)^] cZ « ^ 0 

Oder aus der allgemeinen Sdi-warzschen Ungleichung das Resultat 

{X, ijy ^ (x, aydcij (y, ay d w, 

and hieraus, iudeiu man iiber das Grundgebiet zweinaal integrieit, 
f f A'“ -5- (.r, y )2 d r d?/ ^ j J A''» (a;, «)2 d a; d « . j J Z'- {y, ay d y d a, 
Oder 

(4j ^^2 w ^2r 

und speziell , 

O 2 


^ 2 m + 2 


< C/,. 


Uzni 

Die positiven GroBen die nach. der Relation (3) mit 

m wacliseri, bleiben also nnter einer endlichen Scbranke, und es 
gibt daber einen positiven Grenzwert c derart, daB 

C4n 4- 2 


lim = c, 

n = oo U^n 


C/2n 




die letzte Ungleichtiiig kann aucb gescbrieben werden 

D2n + 2 ^ U^n 

^n + l = •» 

SO daB die positiven GroBen unter einer endlichen Schrankc 

iiegen und sich mit wachsenden Werten von m einer nicht nega- 
tiven Grenze ZJ annahem. Diese ist positiv; denn schreibt man 
die Ungleichung (4) in der Form 


ZJ^r ^ 


■^2 m 4- 2 r 


= U. 


U,: 


2m 


ZJ^m-\- 2 r -^2 ZI2 m 4“ 2 

^2m4-2r— 2 ZJ 2 


^ 2m 4- 2 r 


■^2 m 4 - 2r — 4 


U2. 


SO sind alle einzelnen Briiche anf der rechten Seite der Be- 
ziehung (3) znfolge nicht kleiner als der letzte von ihnen, also 

^ ZJ2m + 2\ 




TOd da die rechte Seite dieser Ungleichuug sicb bei wachsenden 
Werten you m der Grenze <f nahert, folgt allgemein 


El 




V\ 


1 . 


and Meraus 
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S 11). 

Beweis fur die Existenz einer Eigenfunktion. 


Die m Anfang des vorigen Paragraplicn durchgefiihrteii 
lieuristischen Retrachtnngen fulircn nun m der Verimitung, dalJ 


I 

€ 




d. ]i. gleicli dem Quadrat des kleinsteii Kigenwortes, und da(J eiu 
zugelidriges Aggregat von Eigenfunktionon in der Form 

liin A? ’“(./•,.//) =-= lim 

m (*j in Q(' 


darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichcml vorberoitet, nm zeigen 
zu konnen, dafi diesor Gronzwort wirklich existiert und eine 
Eigenfunktion des Kerns K^{x,y) darstellt. Aus der Gleicbung (1) 
doa § 18 folgt niimlioh 

m f s n y) (x, y) 

4' n 


A'(r, a) A'(//, /I) 


^ m ini ' " f-n I 


und liiorauB naoh dor SchwarzHuluni Unglddiung 


A-im i I ff 


I{ (.r, a )- A” ( //, jfy^ d a d ji 


j A ^ ( 

L ^ ** 

[j, («<(/, K''’”' I - s ■'i'”* ‘“-’(“■WA'” - ’(“,/>) 

i»der, uach dor Dolhution der (JrbfSen T,,, 


A'- ' '■* '■ (.r, ;//) K'^’'(x,y) 

f n 


^ I A 4 m +- 4 ji 4 ^'*2 m ■}■ 4 n - 4 . ^ ' 4 n 4 \ 

™ I ^2 m 4' 2 « — !l (-m -f 2 n -- U ‘ ^2 h — '2 J 


■ K (x, (*)“ K (y, ji)~ d « d ji. 


I Her wird die Klammer auf der roebten Seite, sobald n hin- 
reichend groli gewiihlt ist, so klein, wie man will, da dann ihro 
(ilieder den Werten —2 U beliebig nahe liegen; der zweite 
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§ 19 . 


Faktor der rechten Seite Kegt unter einer f esten Schranke. 
Ungleicluing zeigt also, daB der GrenzprozeB 


Die 


bezliglicli der Variablen iu, y im Grundgebiet gleichmaBig konver- 
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion f(po^ die offenbar 
in X nnd y sjmmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des 

Kerns und gehort als solcbe zum Eigen wert wie die 

0 


Gleicbung 

^m+1 





da 


zeigt. In dieser kann man wegen der gleichmafiigen Konvergenz 
des Grenzprozesses m beiderseits unendlioii wachsen lassen und 
erbalt so ^ 

f{^^y) = -\ (*> “) /■(«> y) d cc, 

und ebenso ^ 

f{x, y) = — j K^(y, oc)f{x, a)doi. 

Endlich verschwindet die Funktion f(x, y) nicht identiscb, da die 
Grofie 

J f(x, x)dx 

sich, wenn n hinreichend grofi genommen wird, von 

also auch von U beliebig wenig unterscbeidet. Letztere GroBe ist 
aber als positiv erkannt; beilaufig ergibt sich noch 

J/’Ca;, x)dx — V. 

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kerns konstruiert. 
Wenn aber eine Gleiehung von der Form. 

(^) qix = Xj {x,a)(pccdu 

besteht, in der X positiv ist, so setze man, durch a eine Konstante 
bezeidmend, 

VX — ajK(x,u)<pa.dot; 

dmin foigt 

1 f = J i:(z, /3) 9 ,^. - a I Z(^, «) Z(a-, /3) (pa.da d/3 
= /3) g)|3.d/3 - a f (r, «) 9 06 . da, 
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wobei im letzten Gliede rechts die Intogrationen vertauscbt sind, 
uud die Gleichungen (1) und (2) ergeben 

- “ <px, 

also, wenn a ■==■ ^ I gesotzt wird, 

^ == y A J /C (;r, p) t p . (i p. 

Damit ist gezeigt, dafi auch der arsprungliche Kern K (.r, ij) 
eiiie Eigenfunktiou besitzt, die zu dein Eigenwert gehort. Das 
wiirdc aiich gelten, wenn idoiitisoh verscliwiinde; donn dann 

wiire . , 

q) j' = y yl I K (,r, a) q a. (I «, 

also q)X sclbst scbon die gosachto EigoBfunktion. 

Iliermit ist vollstiindig bewiesen, dab jeder reelle stetige 
syinmetrische Korn niindostenB eine nicht identisch ver- 
schwindende stetige Eigenfunktion besitzt, die zu einem 
reellen Eigenwerte gehort. 

Eine bedeutsame Verallgemeinerung ergibt sicb sofort aus 
dem Boeben vollzogenon tJbergaiig von <px zu yob K^(x^y) 
zu A^(a’, ://). Soi jotzt die syinmetrische Eunktion /£(a;, y) auf dem 
Grimdgebiet unstotig, violleicht auch unendlich, aber so beschaffen, 
dab, wenn fa und /‘((x, x) auf dem Grundgebiet stuckweise stetige 
Funktioneu yob einer und zwoi Stellen sind, die Grobe 

J K (x, «) fee da 

oiue Btetigo Eunktion you x ist, dab ferner bei dem Integral 

j j f{Xj a) K (x, oc) d X d a 

die Eolgo (bn* Init^grationen gleichgiiltig ist, dab dasselbe bei dem 
orston d(‘r Iniograh^ 

[ j K (.r, a) K a ) fa. d a d j K {.r, «) K (;//, a) fa . d a 

gilt, und dab das zwoitc‘. diesor Integralo eine stetige Eunktion 
von X und // ist. Kndlich mdgo auch das Integral 

j j K (x, a) K (;?/, a) /*(r4, x) dx dy 

VertauH(dmng der Integrationon gestatten. Dabei definieren wir 
win in §2 die Eigenschaft des stiickweiso stetigeu in folgender 
WeiBO. Dus Grundgebiet werda in eine endliche Anzahl von Teil- 
giduoten zendegt; bewegt sich die unabhiingige Stelle in einem 
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i >!!? 

Teii-ebiet mit EinscUiLB der Kandlinie, so andert sich die ab- 
hangi^e Grofie stetig; ibr Wert auf einer Kandlinie braucbt me it 
eindeutig festgelegt zu sein. Sind diese Voraussetzungen erlullt, 
so woUen wir K einen brauebbar unstetigen Kern nenuen. 
Dann ist jedenfalls aucb die Grobe 

(x, y)=l K{x, cc) K (y, a) da 

in X und y stetig und symmetriscli, karin also als Kern eiiiei 
Integralgleichnng (1) genommen werden, die nacli dem bewiesenen 
Hauptsatze eine stetige Losung besitzt. Der tTbergang von dieser 
zur GlekbuDg (2) kann dann ebenso gemaebt werden wie soeben, 
da die dart bervorgehobene Anderung der Integrationsfolge gerade 
eine fon denen ist, die bei brauebbaren Kernen erlanbt sind, und 
da, wenn (px stetig ist, dasselbe von ‘ipx gilt, da diese GroI3e zufolge 
der ersten der die Brancbbarkeit kennzeiebnenden Eigensebaften 
in X stetig ist. Damit ist gezeigt, dab aucb jeder brauchbar 
nnstetige symmetrisebe Kern mindestens eine stetigo 
Eigenfnnktion besitzt. 

Ein brauebbar unstetiger Kern ist mit seinen Eigenfunktionen 
schon im zweiten Absebnitt vorgekommen ; auf der Strecke von 
x = 0 bis iT = 1 als Grundgebiet setzten wir, wenn x ^ ^ war, 

Z(a:,|) = log|, 

nnd dieser Kem wird nnendlicb fiir x = ^ — 0. 


§ 20. 

Das vollstandige System der Eigenfunktionen. 

Lm die Gesamtbeit der Losungen einer Integralgleicbung 
iiberblicken zn konnen, nebmen wir an, zn dem Eigen werte A 
gehore eine einzige oder allgemeiner Ic zueinander orthogonalo 
und normierte Eigenfunktionen (PiX, (p^x, . .. (pj,x als Losungen 
der Integralgleicbung 

q)X =z X ^ j 6 l (^, (f a , dec, 
m d^l die Gleicbnngen 

l9^x.(p^x.dx = 0, v,Q=l,..,]c, v^Q,' 

\{(p,xYix =1 \ 
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gelten; dabei braucht der Kern izunacbst niclit symmetrisch Yor- 
ausgesetzt zu warden, sei aber stetig. Wir bilden nun die nicht 
negative GrdBe 


P = j \k{x, «) 

== j* «)“ 



i,fc 

+ 2 


V 


06 J 6^06 

I, ft 


06^ 


(p y, 06 (ICV^ 


setzen wir besonders 


so folgt 

und hioraus 


r,, rrz 

1 

06) (p^,ada r— 


K(x. 

»' 


= 11 

K (;r, ccy d ad x — 


und diese Grofie iat wio P nicht negativ. Daraus folgt 
k ^ A2 j*J K (x^ ccy^ d 06 d z\ 

d. h. die Anzald k hat cine gewisse obere Schranko, und zu jedem 
Kig(niwert kann nur eino endliche Anzahl zueinander 
orthogonaler Eigonf unktionon gehdren. 

Dies gilt aucli iin Fallo cities brautdibar unstetigen symme- 
trischon Korna nach der Definition des § 19; denn auch bei ilim 
hat die Grohe F und die rechte Soite der Ungleiclmng (1) einen 
eiidli(di(ui Wert. 

Soi nun das System der Funktionen (p^ ein solches, 

in (hnn k siiinen griifJten Wort erreicht; dann liilit sich zeigen, 
da.(5 jtule zu I geliiirige hligenfunktion in der Form 


f d- CkfpkX 

dargostallt wt'.rdon kann mit konsianton Faktoren r,,. Ware nam- 
lich oine Kigenfunktion, boi der dies nicht moglich ist, so 
kchinte man dit^ Konstanten by so bestiminen, dab der Ausdruck 

l,k 

= 4’x — '^h,.(p,x 


ZU alien Funktionen q)yX orthogonal wiire; es genligt, 

— 1 06 . 95 06 . r/ 06 
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§ 2t). 


zu setzen. Die so erhaltene Fuuktion kaini nicht itlentiscli 
Terschwindeii, da claim (lurch liucar aiisgcdriickt 

erschiene, entgegeu der VorauBHetzung. Mau hat also iu den 
Funktionen 
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eiii System von k + 1 zuoiuaiidcr urtlmgonaltai Kigcnfimktiuiien, 
da natiirlich jede linoan^ Vorbinduiig von zu (hunHtdlHm Figcnwert 
gehdrigen Eigonfunktionen wio wicdcuaun cniic Kigcaifunktion 
dorselben Art ist. Dainit ist gc^zeigt, datJ fx van den Inmktiomm 
fk^^' Ib^ear abhilngig scin imUi 
Zu jedem Eigonwert eiiiar IntogralgltMchung init 
stetigom oder brauchbar unstetigem hv iniuotriHchem 
Oder mit stetigem unsymmetriHctheni Kern gelHiri also (due 
endliche Anzahl zueinandcr artlu^gonaler Eigen ftink- 
tionen, durch die jede andera zu dtunsalbau Kiganwart 
gehorigo Kigenfunktion linear mit konstantan Koeffi- 
zienten aiis.gedruckt warden kiinu. 

Gehdren zwei Eigemfunkiiomm eiues EjminetriHclian Kerns 
(p^x imd 92^ zu verschiadenen Eigenwertem A| und ho sind 
sio, wie schon in § B bamerkt wurdt^ zueinander imnier ortho- 
gonal; wir wiodorholen die Eormeln 

Aa j 9i « . q)^x it X r— j 9*1 | 1 9 i 

Aj j 9ia;,(jp2ira/a’ — A^A^ j A* (/,«) t| 

deren rechte Seiton als ideutisidi erkannt warden, indmn man die 
Integrationen vertauscht, was auch hm brauchbar unstedigen Kcnman 
nach § 11) erlaubt ist; somit erhillt man fiir stediga wic^ fiir hrana.hbar 
nnstetige Kerne die Gleichungan 

(A^ A;^) j ^ 5? . d ^ 0, j 9 1 .r . 9.^ x , x s's i I 

Der reelle Kern, den wir bcdrachtan, kaiin lucummdi nnr rcndle 
Eigenwerte besitzen. Denn wiire einar von diasan komplax, ho 
ware die zugehorige konjugiert imaginiiro (irdlJa ebanfallH ain 
Eigenwert, die entsprcchenden Eigenfunktionen win die Eigenwerte 
konjugiert imaginar, kdnnten aber nicht orthogorml sain. Imiiginare 
Eigenwerte fuhren also zum Widerspruch und siiid immliglialn 
Die Gesamtheit aller Eigenfunktionen tmim Hyimnatrischan 
Kerns der betrachteten Art kann hiernacdi in folgandar Wtusa 
gekennzeichnet warden. Es gibt ain System von andlicdi oder 
unendlich vielen zueinander orthogonalen Kigenfunktionan von der 
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§ ‘20. 


Art, daB jede Eigenfunktion oine lineare Funktion eiiier eiid- 
liclien Anzahl von (Jliedeni jenes Systems init konstanten Koeffi- 
zieiiten ist. 

Die Eunktionen dioHOB Systems wollon wir uns nach den 
Gleichungen 

I {cpnXydu^; -rrf 1 


durch Anfiigung eines konstanten Eaktora normiert deiikeri; daiin 
haben wir ein vollstandiges normiartes OrthogonalHyKtem 
des Kerns, von dessen Gliedern je aine andliclie Anzald zu einam 
iind domsolben Kigenwerto gelniran. Sind die Gliader dee 
Systems, so nennen wir den zugehcirigen Eigcmwert uiul cliuin 
konnen irnmer eine endliclnj Anzahl von Eigenwertan einanilar 
gleich sein. 

An dies Kesultat sclilieBen wir zwai Korollare, /aoiiifliHt nm 
dnrclx irgend eine Anmhl von Gliedarn des vollstiinligeii 
Systems bezeichnet; seien die zngehorigen gkielien odor iiii- 
gleiohen Eigenwerte, der Kem symmetriso'L Dana gibt dit IJa- 
gleicbung 

j [ K {x, — S ^ 

imlcnn man 




K {j\ a) a . d a 


(ps. X 

A. 


B(dzt, alinlich wie bei ainar oban durchgefilhrten Iltichimiig 
f K (x, d a 

f A' (r, «)» f/« •“ 2 ^*^3 f ^ 0. 

Integriert man luudi j\ so bilgt 

f K (.r, uy ilKiijr S- V * 

von den roziproken abwiluton Worton der Kigenwerte kann »!»»<* 
nur oiuo endliehe Anaihl eine vorgeschriebem* tirenze tib*r- 
sclireiten; die Kigenwerte hS.ufon aich im KndUcheit nieht, 
und die Sumine ihrer reziproken Quadrate kouvurgiert. 
Dies gilt aueh filr oinen braachbar un8t<*tig<tn Kt‘m, da Hoeben 
nur das Integral des Quadrate des Korns und seiner Drodukte 
mit stetigeu Funktionen gebildet sind. 

Kit tier, liii«gritlB:lileJmtigt». 2, Aiil!. 


6 
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§ 


iiO. 


Ein zweites Korollar betrifft dio mit doni vollstiindigeii System 
eines stetigen Kerns gebildete bilineare Reiho 


2j a„ ’ 

H 

die, Tvie wir annobmen wollen, gb'icluniilJig konvorgiorc, weim x 
und § das Grundgebiet durcblaufoii. Dami ist die Differenz 


A'OG^)- 




(p„.r 


<?»«b 


ebenso wie K eino stetige symmotrische IGuiktion vou .r und | 
auf der bezeichneten Strecke; also gibt oh eino nicht idoiitiHoh 
.verschwindende Eimktion i>x, die die (Hoichung 

(1) 4<x = /t J «) fK.da 

erfiillt, in der ft oine Konatante bedeutet. Multijdiziort num mit 
q)„x und iiitegriert, was erlaubt ist, in der lioilio (j! gliodweise, 
so ergibt sich 

(2) ji/iaj.qjnaj.da: = 0; 

aus der Integralgleichung (1) folgt aomit 

4)'X — K{x, «) fK.deii. 

Hiernach wiiro -ipx eiue Eigonfunkticm dos Kerns /v (.»■, |), also 
ein Aggregat vou Funktionen <p„x mit konstauton Kooffizienteii. 
Das widerspricht aber don Gloichungon (2), und dor Widoraiirutdi 
lost sich nur, wenn Q(x,^) identisch veraohwindet: 

Damit ist gezeigt, daB die bilineare Formel, gebildot 
mit dem vollstandigen Orthogonalsystem einea atetigen 
symmetrischen Kerns, immer gilt, wenn dio bilineare 
Reibe beziiglicb beider Variablen in dem ganzon Grund- 
gebiet gleiohmaUig konvergiert. 

Ala unmittelbare Folge ergibt sich z, B., daB dio in § 11 nur 
vermutete bilineare Formel fiir die Integralgleichung ties (luer 
schwingenden Stabes wirklich gilt. 


^ 21 . 
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§ 21 . 

Die bilineare Reihe des iterierten Kerns. 

Seien cpnCC wie immer die Glieder eines vollstiindigen nor- 
mierten Orthogonalsystems des Kerns der stetig oder 

brauchbar unstetig sein kann; v durclilaufe eine beliebige end- 
liche Menge ganzzahliger Werte; fx sei im Grundgebiet stilck- 

weise stetig imd . 

(In = \fa. (fna^da, 

Dann gibt die Schwarzsclie Ungleichung 

I j K (.r, (jc) 2 .r dx ^ j K (.r, f /a; • 2 

da offenbar 

f (2 <h> — S 


unci das Quadrat des Kerns auch im Falle der Unstetigkeit inte- 
griert werden kann. Wendet man die Integralgleiclmng in der 

Form . 

cpnoc — A,, K[j\ a) (pyX . dx 

an, so ergibt sicb 


(1) 


v •' t> 




AlulerseitK ist 




also folgt nach der Definition von «„ die Besselsche Ungleichung 
j ifa )^ da — 2 ^ d; 

' die lUuJie konvcrgiert, und die Boziehung (1) ergibt 




Cly oc i 

; 


K (j\ d X j (/’«)^ d a, 


r r Vh { 

r . ■ Vs 

1 /v (.r, (xy^dx (focyda <C M 

r (fay da 


wcnn untcr (r eine obere Sobranko der Funktion 

j K(x^aydx 

ist, (lie aucdi bei bimchbar unstetigem Kern in a stetig ist. 
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S 21. 


Greift man also aus der Ileihe 


lia 


2 ^ 4., 


beliebig viele Glieder, z. B. nur iioaitivc odor iiiir nogativi’i heraus, 
so liegt die Summe ihrer absolutcn Betriigt^ uiitor oiiier von « 
unabbangigen Scbranke; dio Iloilie Ra, ist ubHolut konvorgeut. 
Sie konvergiert abci- aucli gloicbiniiliig iin Grundgebjot. Doim 
in der Ungleiclmng (1) kann man, da ja <Ho Uoilio i] f(,-| kon- 
vergiert, die Zaldeu v iiber einer so holien Scbranke I'o wiiblen, 
dafi die i-echte Seite, die kleiner als 






ist, fur alle Stellen a unter eiiier baliebig klein vorgaHcihriebeueii 
Scbranke s liegt. Daraus folgt, dali die Summe baliebig vieler 
positiver Glieder der Keihe if a, doren Zeiger libaretaigt^ iinter 
£ liegt, und dasselba gilt fUr die negativcm iJlieder, immer fiir 
beliebige Stellen Die Ileihe 


„ J 


konvergiert also im Grundgobiet absolut und gloich- 
mailig. 

Weiter setzen wir besonders fa = K(«, i/); das ist auch bci 
brauchbar unstetigen Kernen erlaubt, da bei dicscn ilic (IriiBe 

(2) «„ = j A' (a, ij) (p„«.<la-=z •' 

ebenfalls endlicb ist und die Ungleichung 

j (fay da = I K(a, yy da )’* 

gilt. Die Konvergenzbetrachtung bleibt unveriindert; die oberen 
Sebranken der betrachteten Suinmen siud von ij abhaiigig, und 
die Eeibe Ba wird nacb (2) 

= 2: 

n ” 

Diese Reihe ist also nacb a im Grundgebiet glaicbmiiUig 

konvergent, wenn y in ibm festgehalteu wird. 
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Die Reihe Bq (^, y) ist nun die bilineare Reihe des bei unseren 
Voraussetzimgen stetigen Kerns 

(x^ y) z= ^ K (jr, a) K (y^ oc)(l oc] 

das will sagen, dafi die Funktionen (pnX auch ein vollstandiges 
normiertes Ortbogonalsystem des Kerns (r^, y) bilden. In der 
Tat folgt aus der Integralgleichung 

(p^^x = j K(x^ a) (pn cc d os, 

indem man mit K(x^ y) multipliziert und rechts die Integrationen, 
was erlanbt ist, vertauscht, 

(8) j K (;r, y) g)^ x dx = - ” ^ | (o6, y) (pn (^-doo] 

(PnX ist also Eigeiifunktion des Kerns mit dein Eigenwert A,,. 
Ist anderseits <px irgend eine Eigenfunktion dieses Kerns, also 

cp X = ^ j K 2 a) (peed Dc^ 

so lehrt die am Schlusse des § 19 durcbgefiihrte Betraebtung, 
dafi von den Ausdriicken 

X — cp X — j K {x^ a) (pcc.da^ 

il\2X — (p X “b y^t j K (.7-, a) (j) a . d a 

entwedcr eine identiscli verscliwindot, und danu ist (px auc-h 
Eigenfunktion des Kerns /i, oder il\x nml sind Eigen funktionen 
dieses Kerns, und ergeben 

4’ I a; + 

qjx 

Diese Grdfie ist also durch Eigenfunktionen des Kerns ii", die zu 
entgegengesetzten Eigenwerten geboren, linear ausdriickbar, d* li. 
durcb zwei Funktionen die zu demselben Werte von A;! ga- 
hdren oder zu demselben Eigenwert <los Kerns KK dede Eigen- 
funktion dieses Korns ist also liiuuir durcb Funktionen (pnX 
ausdriickbar; das System <lioser Funktionen ist wirklich ein voU- 
stiindiges normiertes Ortbogonalsystem des Kerns /v® und i4(x, //) 
seine bilineare Reibo. 

Aus denselben Griinden ist 

M 

(lie bilineare Reihe des Kerns 

K* (x, y) ■= J AT* (.r, ce) (/y, u)d «, 
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und da fiir jedo oiulliclic Meuge von Zahlen r die loicht, ersiclit- 
liclie Ungleiohuug 


CpyX .fvtl \ 1 



gilt, die Keihe ^,7^ + A, “ -1- ••■ nbor nac.h § 20 k(»nv<'rgiert, ist die 
Reilie (a;, ?/) in x lind y auf deni (Inindgeldet gleiehmilIJig 
konvergent, so dal5 nach § 20 folgt 

Da nun die Reihe lio (x, y) alisolut und boi iestcou .r in >/ gbdeh- 
mabig konvergiert, ergibt sich uacli (3), iiulein man auHinultipliziert 
und gliedweise nacb y intogriort, 

j [K^ (x, p) — /i„ (x, ?/) 1* d p -- K* {.i\ r) - /I'l (j\ . 1 ) a 0; 


daraus folgt die (lleicbung 

(4) (X, y) - R, (x, y) = 0, A'^ (r, .//) V •" , 

. H 

die also mit gleichmalligor Konvergenz ibrer roeliten 
Seite in x bei fostein y fiir stotige und brnuchhar un- 
stetige Kerne gilt. 


§ 22 . 

Darstellung willkiirlicher Punktionen. 

Aus dem erhalteuen Uesultat ergibt sich etwas llemerkeuK- 
wertes fiir solcbe im Grundgebiet stilckweiso stotige Funktionen 
fx, die zu alien Eigenfunktionen orthogonal Hind, so dati all- 
gemein 

j/‘«.9„a.da 0. 

Multipliziert man namlich die Gleichung (4) dew § 21 mit fx.fy, 
so darf man rechts gliedweise nach x integrieren und findet 

^K^(x,y)fx.dx = 0, K^(x,y)fx.fy .dxdy -0 

Oder 

j^fx-fy-dxdyjK{x,a)K (t/, a) at a • 0, 
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Hier sind die Integration en bei stetigen Kernen vertauschbar, 
ebenso bei braucbbar nnstetigen nach den die Branchbarkeit 
kennzeichnenden Festsetzungen des § 19; also folgt 

^fxK{x^a)dx.^fyK{y^a)dy = 0 

Oder, da die nacli x nnd y genommenen Integrale dieselbe stetige 
Fnnktion von ot darstellen, die wir nennen, 

(1) j(^a)2dcz=0, ^ (x. •= ^ fx , K{x^ a)dx — 

Die Fnnktion fa^ die zu alien Eigenfunktionen ortho- 
gonal ist, ist aucli zum Kern orthogonal. 

Das Uragekehrte ist olme weiteres klar, da ans der Gleichiing (1) 
durch Miiltiplikation mit 9 ^^ und Integration folgt 


,icc .da = j 

— j fx 

wobei wiederum die Integrationen in erlanbter Weise vertauscht siud. 

Jetzt erinnern wir uns der in § 21 bewiesenen Tatsache, 
dafi die Reihe 


(pn a.da ^fx .K a) d x 



Fx = j fa.fpnada 


n 9^ « 

~Jn ’ 


in der fa wieder eine beliebige, stlickweise stetige Fnnktion ist, 
gleichmaCig und absolut konvergiert. Setzt man dalier 

fa; = Fx — J K{7\ a) fa. da., 

so ist \x stetig und man findet 

= ^Fx .cpnX .dx — ^^K{x^a) (pnX.fa.dxda 

Oder, mit erlanbter Vertauschung der Integrationen, 

^ CpnX X.dx = ^Fx.ipnX.dX — ^ | / w . 9},, « , (? a , 

und da offenbar 


J Fx .(pnX. dx = j fa . (pn « . da^ 

so ergibt sich 

(2) j(pn x.fx.dx = 0; 

also ist nach dem soeben erhaltenen Satze anch 
j fx. K (.r, a) (I X — 0. 
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Die Definition von fa: fiihrt nun zu folgciuler I'lul'ormiuig 

' (f „). ,i« = I f « . j 2 “■ - f A- O', I , 

also nach der Gloichung (2) 

J(f «)“(?« = — Jd«f «. [ K {.t\ k) / .c. (/.r, 
und nach orlaubter Vertauschung dor Intcgratioiu-u 

J (f a):: d « “ — J f.r . d.v j K (.r, « ) f « . d « 0 , 

also endlich, da f« stetig ist, 

fa == 0, Fx= f A' (a;, «)/'«. d a X"* qt!„x. 

J -r' 

Dies Ergebnis kann in folgeiulcr WciHo gadeutet warden. 

Nennen wir , . _ 

Fx =r. J A’(.r, a) /'« . d « 

nach der Mlior gobraucliten Hozfucliniuig (nne ([UtdleumilBig 
dargestellte Funktion, fa, ihro Quclh'nvtu-fi'ilnng, und lusdenkon 
wir noch, daB wir sotzen kiinnoii 

j Fx . q)nX. (lx = j d* . (f'„x j" A' (,r, «) /« . da 
~~ I /’a . (/« J K (.<■', «) (p,, X, . d X 

— j/'a.9„«.d« 

so ist bewiesen, daB jede mit stuckweise Ktotigor (ducllen- 
verteilung (luollonmilBig dargestellte Funktion nach den 
Eigenfunktionen oines vollatilndigen norniierten Ortlio- 
gonalsystenis auf die Fouriersohe Weiso entwickelt 
werden kann: 

T! X = j ATfsC, «)/■«. da rr- 2 J,, f Fx . q>„X .d X', 

der Kern kann dabei stetig und brauclibar unnletig st*in; die 
Reihe konvergiert gleichmafiig nnd absolui 

Fiir diesen batz bieten die ersteu beiden Abschnitta tiale 
Beispiele dar, die jetzt eine geineinsame feste (truiidliiMa ar- 

halten. 

Multipliziert man die erhalten© Gleicbung mit ainer weiteren 
wie fx im Grundgebiet stetigen Funktion \x, integriert gliad- 
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weise, und setzt fiir A„ wieder die Werte ct„/2„ ein, so foigt die 
Hilbertsche Grundformel 

y)fx.’{y.dxdy — | fx.cpnX.dx ^^y.ip^y.dy 

und besonders, wenn — fx gesetzt wird, 

( 3 ) j j ■/) ■ fy — I { j ■ 9 ’" ^ • 


8 23 . 

Die nichthomogene Integralgleichung. 

Die nichthoinogeno lute.grjilglc.ic.liung, derc'.n nuic.haniselio 
Dedeutuiig wir iu ^ L‘2 konuon golurut haben, verlaiigt,, die stetigo 
Fuiiktiou (px so zu bestimmen, dab liei willkurlielwn Werten 
von 2, und weim fx eino gegebono stetige Kunktion ist, di(' lie- 
ziehung 

(1) <pX fx k (X, Ci)y3 0 C.dK 

gilt. Setzen wir 

(2) <px — fx+ i’x, 

so orgibt si(;h 

(•■*) 4'X - 2 j h'[.r,K)(fa j il'Oi)du\ 

ist die (lieiehung (1) liishar, so ensclioini (/'./■ (iiKdleiuniiljig dar- 
gestellt, so dab der K-utwiidclungsHalz dcs S 22 augcnvaiult wcrdcii 
kaim : 

(‘t) t‘i' S <; » j li'n. <}>„ H.dm, 

H * 

und die Ueihe rechts ist absolut und gloiuliniiibig konvergeiit. 
Multipliziert man dici (lloicdiung (.'J) mit integriert und ver- 
tauHclit rechts in erlauhter Weise die Integrationen, so ergibt sicii 

j 4' f.d. I- 2 J (/’« j (/'«)(/« J A' /■</./■ 

^ ! / « . (f>„ K . d a f- ^ j a • 9’n « • (/ « , 

Oder nacdi der Delinitionsgloichung (2) und der Entwieklungs- 
I'ormel (4 ) 

j 4'fi- <p„ a., da . - ^ ^ ^ J / a . ^p,, « . </ « , 

(3) qij.r ■ /'.r f 2 ^ \^fu.f„K.dm. 
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iin. 

Es braucht auch nicht auageachlossen m dalJ A konij)l(„‘x, 

fx eine komplexe Eunktioii der re(?llen .r int, t‘t,wa , : j\,r 

+ wobei /i uud /a reelk; Fuiiktionon Hind; dann ist 

I K(x^ a) fa, (I a — J 7iC(.r, a) f^a . d a | / j* K {j\ a)f^a . d 

j fa,(pna.da ^fa.(p,,oc,da h ^ j 

und man braucht den EntwicklungBsatz dt^s § 22 mir auf die 
einzelnen rechts auftretenden Hummanden anzuWtnnkm. 

Nun folgt wcitcr die gUdchmiiOige Konv(‘rg<;nz der Ilcdln* (5), 
die bisher nur unter der VorauHsetzung, dab (px exintien*, Im- 
traclitet wurde, auch boi willkiirlicher Wahl von fx uud kotn- 
plexen Werten derGroiie A, sobald dieso auf oin endliidum (kdiiet 
beschriinkt wird und die Differcnzen |A — A„ nlk; iiber einer 
festen Schranko bleiben. Donn zuniichHt konvcu'giort dit; Heiho 

in der angegel)on(!n Weiso; die (Jliodor der Heihe (5) eutHtcdien 
alter aus donen dor letzton Ueiho durch dio Faktorcn (A. - -- A„), 
die kei den sooben fur A getrofl’onen FostHetzuiigeii aliHolut unter 
einer von n unabbiingigon Scliranke liege, n. I label ist winter 
zuzulassen, daB fx oin I’olynom in A soi, dessen Koeflizienttni 
im Grundgebiet stetig sind. DaB abor, nacli Krlodigimg dm- 
Konvergenzfragen, die Reihe cpx natdi der Gltnclmng (b) oino 
Losung der nichtliomogonon Integralgleiohung liefort, ist un- 
mittelbar durch Rechnungen einzusehon, die schon in ^ 12 <!nrch- 
gefiihrt sind; man braucht nur noch zn entwii-.keln 

(0) I K (.r, a) fa. (I a = ^ j fa .cp„it.(iH, 

und gliedweise zu integrieren, tm die Forniel (I) dun-h die 
Reihe cpx erfiillt zu finden: 

A j* JSr(a:, «) qoa . dw = -f- ^ '__fj<PnX^fa.cp,^(l^.dH 

— fx — fx. 

Die hiermit gefundene Losung der nielithomogonen lutt'gral- 
gleichung ist die Schmidtsclie Formel des § 12; sio zeigt 
funktionentheoretisch, daB <px eine in dem botrachteton (iebiet 
meromorpbe Funktion der komplexen Variablen A ist; sio hat 
offenbar einfache Pole an den Stellen A„. 
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Die wesentliche Voraussetzung war, daJS X keinem der Werte 
I,, nake kam oder gleich wurde. Setzt man dagegen z. B. X = 
nnd ist X^ ein X;-facher Eigenwert, also X^ = X^ =•••= X^^ 2&4.1 ^ X^^ 
so bleiben die Konvergenzbetrachtungen giiltig, sobald man aus 
der Reihe (px die Glieder weglaJBt, in denen n = 1, 2, ... fc ist. 
Aber aucli die entscheidende Recbnung bleibt giiltig, wenn in 
der Entwicklung (6) ebenfalls die ersten h Glieder wegfallen, 
d. h. wenn * 

\foc.cpyM.doc = 0 ^ v =r 1, 2, . . . Z;. 

Ja man kann sogar mit willkiirlichen konstanten Faktoren Cp setzen 

1, fc fcH- 1,00 


cpx = fx + 2 Cv (pvX + 2 




•X, 


fa.cpQOc .doc 


nnd findet dann wiedernm die Integralgleichung (1) erfiillt. Und 
zugleich auf die allgemeinste Weise; denn hat man die beiden 
Lbsungen cpx und 9;^, so daJS 

(px = fx Xi j K(x^ a) (pa,dcc^ — fx X-^ ^ K{x^ cc)^Dc.doc^ 

so ergibt sich sofort, dai3 (px — px eine zum Eigenwert Aj ge- 
horige Eigenfunktion des Kerns K{x^y) ist, also darstellbar in 

der Form c^PiX -\ [■ CjcPk x. 

Beachten wir noch den Sonderfall fx = K(x^ y) und nennen 
wir px in diesem Falle r(x,y) oder ausfiihrlicher r(x^y]Xy 
In ihm bleibt, auch wenn der Kern brauchbar unstetig sein 
sollte, alles giiltig; man erhalt 

fa. pncc.da = • 

Die Konvergenz der auftretenden Reihe 


r{x,y) = g>x = K{x,y)-\- 1 
= K(x, y) + ^ 

n 

sowie der Entwicklung (6) wird ersichtlich dutch Vergleich mit 
der in § 21 untersuehten Reihe 

( 7 ) 

n 

und die Integralgleichung wird 

(8) r(x,y) — K(x,y) + i.jK{x,a)r(a,y)da. 



92 


Driltor Absohnitt 


S Si3. 


Diese Gleichung ist dio Fredholm-llilbertsche Resol vonto, 
r{x,y) der zu K{:i\n) gehdrige Idsonde Kern. 

Die mechanisclio Bedeutxuig dieser (JrdBo ist scliou in den 
§§ 12 und 14 besproclien; dio analytistdio kann zuniichst dahin 
formuliert werden, dafi bei allgomeinor Wahl von fx dio Lilsung 
(fx in der Form 

(p X — fx 1- A j r(,r, a) {K.da 

geschrieben werden kann, wie sieb (lurch Integration do.r Keiho / '(.r, y) 
mit Hilfe der Forinol (7) ohue weiteres orgibt. Dio Griifh^ V 
ist als Funktion der koinploxon Voriinderlichi'n A moronioriih; 
aus ihrer Reihenentwickluug orgibt sich noo.h hoi 8tetig(',n Konum 

J r{x,x)ilx = j Kfx, x)<lx t S ‘ ~ 


Oder, inclem wir 



setzen, 


■ r(,r, .,.•)(/ a: = O f 


d log /> 
dX 


A 



Offenbar ist 1) eine ganze traiinzoiuleiito Funktion vcm A, deren 
Nullstellen genan die iTiit ibrer Vielfachhoit geiiommcineii EigeU" 
werte des Kerns K{x, y) siiul Das (leschlecht dieser Funktion 
ist bochstens 1; die Roiho 



konvergiert ja nach § 20. Dies gilt auoh, wenn der Kern unstcytig 
nnd C viellciclit kein ondlicher Wert ist. 

Der Idsende Kern kann an Stelle des urspriinglielien geaetzt 
werden und gibt dann wieder dio Eigonfunktionon ip^x init 
anderen Eigenwerten. Multipliziert man nlimlicli die (Haiehung (H) 
mit qjnX und integriert, so orgibt sicli, was aucdi die Uciiheiumt- 
wicklung der GroIJe r(a;, ?/) bestiitigt, 


Oder 


j r(,'«, y) .dx = ■' f ^ j « . / '(«, y) d ( 

fnV — (A„ — A) I / ’(«t y) 9n f< • d «. 


Die Funktionen cpnX sind also Kigonfunktionen dos Kerns l'{x,y\X) 
mit A„ — A als Eigenwerten. 
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Sclireibt man endlicli 
in Beziehimg zu bringon, 

r{x, 1/; ;i) — 

l \x, S-, (l) — 


, um zwei verschiedene losende Kerne 


1,00 




(pnX.fpny 

K{K-iy 


1,00 




(p^X.(p„,Z 




multipliziort die beiden (Jleiclmngen und integriert reclits glied- 
weise nach ,r, iiulom man die gewolmliche Integralgleiclmng der 
Funktionon (p„x boimtzt, so crgibt sicli 

j r’(.r, y, 1) ri.>\ S] (i) <i X - ^ ^ jr(.r, ?y; A) — r(a;, y, ix)j , 
oiue Gleichung, die wir ebenfalls als Kosolveute bezeiclmen kbnuen. 


§ 2 - 1 . 

Der Mercersche Satz. 

Die in § 2‘2 (a) erhalteno Hilbertscbe Grundgleicliung kann 
auch in folgender Form geschrieben werden: 

(2 

Setzen wir nun 


l,ni 


, >■’ 

80 ist zunaohst klar, daC die Funktiouen cp^x^ in denen q > w, 
auch Eigenfunktionen des Kerns sind mit denselben Eigen- 
worten; donn man findot sofort 

I A'Co, y)<pyxdx j K{.r, y) ^^xdx. 

Iliitte dor Korn A® nun noch eine weitere Eigenfunktion, so 
muCto auf der rechten Soite der fhr ihn geltenden Hilbertschen 
Grundformol, also in der Gleiohnng 

j j A" S 

ein auf dies© weitere Eigenfunktion bezugliches Glied aidtreten, 
das bei passender Wahl ron fx positiv ware. Die Formel ist 
aber schon richtig, wenn der rechts erscheinenden Summe nichts 
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liinzugefiigt wircl. Der Kern 7v'» hat; alBo iiur die Kigcufunktinnon 
<p^,x, in clenen q > wi, luit <len Kigonwcrteu A,,. Oh dahei 
Ai, A„i die crsten Eigeiiwcrtc siiid nder irgend eiiu' Oruppe, 
ist oft'enbar gleichgultig. 

Jetzt betrachtcn wir ini boKonden'ii ciiu'n Btfitigcn Kern, 
dessen Eigenworte wlmtlich pntiitiv kIiuI; wir uciuK'n ihn cinen 
positiv definiton Kern. Uei einein tioh'hen giht die Hilliert- 
sche Formel 

J j N (.r, !i) f.r . fij .dx d ij ( > , 


bei boliobiger Wahl dor stt'tigeu Funktiun fx. Soi diewo in 
eineto beliohig kleinen 'Foil dos (Jrundgohi<‘ts, <'twa in dor I'm- 
gebung U der Stello :t'a von Null visrHchiedon und po.sitiv, aouat, 
aber iiberall gleich Null; dauu giht, die lotzto Ungloiohung 

(1) f f d) /’■'■ • fy ■ !l ?' ” • 

u u 

Ware nun K .r„) 0, ho wiire wegiui dor Stt'tigkeit. <leH 


Kerns auch ... , ,, 

A {x, //) ■ 0, 

wenn die Stelle x- Kowohl wie y auf das Oehiot U hoschriinkt 
wird; die linko Suite der Ungloichung (1 ) wiire also Biohor nogativ. 
Dieser Widerspruch ergibt die allgonioiiu^ Heziohung 
(2) K (x, x) ^ 0 

und K{x,a) liegt als stetigo Fuidction dor Stelle x uiiter einor 
positivon Sohranke 

Dies Ergobnis wondcn wir an auf deti Korn 


?/) 


/v '/) ■ 




in welchem v nine belinbigo cnidlichci Mtnigt? gtirr/<n* pcmitiver 
Zahlen bedeute, Da clieBcr Kern als Eigenwerte die (iriiUtni In 
nach Ab^iug des Systems dor beisitzt, ho ist or ebon falls poHiti v 
definit, nnd wir fmden entsprochend dc»r Uiigloirhung (2) 


(;-j) 


A'(x,,r)- V 


Nun gilt die olenientare Bezicshung 

. 0 ) 


in der Av, Bv beliebige reolle Grohen siud; dies ist die ins Fde- 
mentaro entartete Form der Schwarzaclien Ihigleichung. Die 
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behauptete Beziehung sagt nur aus, daJB mit beliebigen reellen 
Grofien jp, g die quadratische Form 

2{p|A„i + ri|J5„|p^0 

t' 

niemals negative Werte annimmt, also wenn man sie in der Form 

Li)- 2 Jlj) 2 + ^2^ 
schreibt, die Formel ^ ^ 

ergibt, nnd das ist die Ungleicbung (4). Setzen wir besoiiders 

A,. 


ix,: 


jy 'T V If 

‘'“vt:.’ 


so ergibt sicb, ahulich wie schon in ^21 gesclilossen wurde. 



also nach (9) 




(JY 




(p,,x, (pry 

Ir 


V 

:2 ■ 

is« 2 : 


X. ^ X, ’ 
{(pvXY 


Anderseits ist die Reilio 


nach (3) koiivorgont. Wilhlt man also, indem man die Stollo x 
fosthalt, die Zablen v iiber einor hinreichend hoben Schranke ?’o, 
so folgt 




(^r30y 


< 


wobei f l)oliel)ig kbdn und positiv vorgeschrieben sein kann. 
Dio Ungloichung (5) ergibt also bei fester Stello .r, weuu alio 

V 

(fir y /r 


iind die Sehranke (>{ ist offenbar von dor Wahl der Stelle y nn- 
abhangig, d. h. die Beih(i 


2 


K 


ist, wenn .r festgehalton wird, nach y im Grundgebiet gleichmaBig 
und absolut konvergent. 
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Man darf daher die Grofie 
(6) 31(x,y) K{x,y)' 


' ^ L 


%. B. mit multiplizieron iind daiiii uach // gUcdweise iute- 
gi'ieren. So ergibt sicli 

I M. (r, y) (pm y.dy = | K {j\ y) (pm // • <l H - ' ‘>- 

Die GrdCc M ist also als Funktiou von y zu alien Higinifuuktiouon 
orthogonal, mitliin uach § 22 auch zinn Kfirn hoi holiehiger 
Wahl der zweiton neheu y in diosoin vorkonunondt'n Stello ortho- 
gonal: 

\K{s,y)M{Ay)<ly~^rr.o. 


Liiiit man hier « und .-r zusainmonfallen und mnltipliziort dio 
Gleichung (C) mit M{.t\y\ wobei rochts nach y wioder gliodwoiso 
integriert werden da.rf, so folgt 


also endlich 
0) 


\M(u',yy<ly . : i), d/Gr,//) - u, 

X(x, 9) 


Damit ist das Mercersche Theorem bewieHon, dab hoi dofi- 
niten stetigen Kernen immor die hilinoare Funnel gilt, 
und die bilineare Roiho absolut und gleiohmilbig heziig- 
lioh der einen der in ihr vorkommenden Htellcn im 
Grundgobiot konvergiert, wenu die andero Stelle iiu 
Grundgebiet festgeh alien wird. Ob dor Kern positiv oder 
negatiT definit ist, macht offenbar koinon l!nt(jrHohiod. 

Eine Verallgemeinerung liegt nabe; sind eimi ('iidlic.ho An- 
zahl von Eigenwerten negativ, etwa die Worte d„, so wendet man 
das Mercersche Theorem auf don Korn 




Xfi 


a 


an, der imr positive Eigenwerte besitet, il h. die (lesamtbeit 
der Werte Xn nach Abzug der Warte Xn- Man erhiilt ko die 
Gleichung 


K(.x,y)-'^ 


fnX.q<„y 


(pi^,x . (pi,y 

" A ’ 
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die offenbar mit der Gleichung (7) zusammenfallt. Die bilineare 
Formel gilt also fiir alle stetigen Kerne, die nicht gleicbzeitig 
unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte 
besitzen. 

Beispielsweise kann man jetzt erscblieUen, daB bei der in 
§ 16 betracbteten Stabschwingung mit freien Enden die bilineare 
Formel gilt; die Eigenwerte A„ = ami, sind alle positiv, da die 
Werte wi„ als Wurzeln der Gleichung coswSofM = 1 reell oder 
rein imaginar sind. Der Kern ist stetig. 

8 2 . 6 . 

Der Weylsche Satz fiber Addition zweier Kerne. 

Schou mehrfach ist von der Bemerkung Gebi’auch geinaclit, 
dab, wenn (f;,x eine endlicho Anzahl zueinander orthogonaler 
normierter Funktionen bedeutet, die Besselscbe Unglciclmng 

gilt, wobei gesetzt ist 

man braiicht ja nur die Ungleichuug 

{fa — 2 ^ () 

zu entwickeln. ” 

Mittels dicser Bemerkung kdnnou aus der lliibertschen 
Grundfonnel [§ 22 (3) | belangreicho Ungleichungen abgeloitet 
werden. Wir unterscheiden die positiven und negativen Eigen- 
werto des Kerns K{x,y)\ die reziproken Werte dor ersteren seieu 
I„, die der letzteren m„, die zugehorigen Eigenfunktionen x und 
(l„x; wenn der Zeiger n die Anzahl der vorhandenen Eigenwerte 
dos oincn oder andereu Vorzeichons uborschreiton sollte, setzen 
wir 0 fiir 1„ oder m„. Sei ferner 

a,, = j / a. tpn a. da, = j /'« .()„a.da, 

danu kann die Ililbertsche Grundformel in folgender Form 
geschrieben werden: 

J J Z (:r, y) fx . fy .dxdy — af, + 2 1'ln 

n n 

Jetzt denken wir uns die GroBen I fiir sich und die negativen 
GroBon m fiir sich nach abnehmenden absoluten Werten geordnet, 

so daB i ^ 

tn "j 1 

KnoHcr, hitogralgloiohungfn. 2 . Aufl. j 
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dann gibt die Hilbertsclic (xleiehiuig 
^^K{x, 'ii)fx.fii.d^(lV S !..«« Sa ‘i 2 I, J (/■«)2,/«. 
Fiir alle Funktionen f, die die Bexiehung 
( 1 ) 

darbieten, ergibt sich also 

j j K(x, ii)fx.f!i.<l.r<l/i r: 1,. 

Bedenkeii wir fonu'.r, dalJ dor Kern 

Um 

/v'(.r, (/) — 2 b- 
1* 

nach § 24 genau dio Kigenwerto von K boHitzfc mil Ausachlalj 
von l/b, 1/4, ... 1/I„„ so dali him- gonan (li(-s<>llit> liodi-ulung 
hat wie vorher Ii, so ergibt sich 

l,m 

(2) [ [ j //) — 2 1- t.x. (/-,,(/} fx.f ii.tlxftii <, I„. , ,. 

’ * r 

I'uhren wir lum noch eiiicn zweiton Kern ti) oin, set/, on 

K{x,ii)-\ KH.r,!i) /v‘(.r, //) 

niul bezeiclinon dio sn den Kernen A'" und A' gehr.rigcn (irfiljen 
ebenso wie bei A', indom wir obeii den Zeiger () odor 1 .-infiigen, 
so ergibt sicli Kuniichst, entsprochend dor lio/.ieltnng (2) 

t./> 

(3) J J { Ai (x, 3/) - 2 1" n X . </•!! !/] fx . /> . dx,l!i ; 

ft = 0 wiirde bedeuten, dad dio Sumtno links wegf-Ult. Nehnien 
wir weiter an, der Kern K' habc inindosteus w-j-ft | i poHitivo 
Eigenwerte, so dad 1,1 m. n 0, so kdnneu wir 

1 , m f } I 

e) fx — 2 X 

ft 

setzen, und die Ungleichung (1) ist erfiillt, weiiu wir anset/.i-n 

('*) +d|.,. H 1. 

Vollstandig bestimmon wir dann die (inilion r (lurch dio m } ft 
Forderungen 

J/■0(.(^-v«.(/« = 0, VrT; Q 

die w + ft homogene Gleichungeu orsteii tirades bedeuten nnd 
die Werte c immer so zu bestiinincn erlaubeu, dad dio (llei- 
chung (5) gilt. 
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Nacli dieser Festsetzung der Funktion fo^ verschwinden in 
den Ungleichungen (2), (3) nnter dem Integralzeichen alle Glieder 
auBer dem ersten, und man erlialt, indem man beide Ungleichungen 
addiert 

(6) ^^K^{x,ij)fx.fy.dxdy ^ -f- 

Hier ist aber die linke Seite nach (4) und nach den Integral- 
gleichungen mit dem Kern einfacli 

und diese Grofie ist wogen der festgesetzten GroBenfolge der 
Werte niclit kleiner als 

bn f Jl -i- 1 + ^2 “1“ * • * + C^i h h 4 l) “ bn -f h 1 5 

die Bezieliiuig (G) gibt also 

(7) b« -i- /a + 1 ^ + 1 “h bl + 1 • 

tTbertriigt man die durchgefuhrte Entwicklung auf die Kerne 
— Jf, — /fo, —Zb so sind die Grofien I durch die positiven 
Werte — - ui zii ersetzen und man findet 
mi + hJri ^ + l 

Sei nun im besonderen der Kern 

— 7v<J (.r, y) r— {x, y) 

deiinit positiv; iG’ also delinit nogativ; daim ist allgcmciii I*> ^ - 0 
zu setzon, und die Gleichung 

K^(x, y) + K^^ix, y) . . K(x, y) 

gibt in Vorbinduiig mit der Unglcichung (7), da auch h 0 
gesetzt warden kann, .j ^ . 

Damit ist das Weylsche Theorem bowiesen: Addiert man zu 
oinem beliebigen Kern JO einon positiv dofiniten 
und nimmt die Summe A" = -h wieder als Kern, 
so ist durch dicso AbTinderung dcs ersten Kerns joder 
seiner positiven Eigonwerto verkleinert; unter irgond 
einer positiven Schranke hat der Kern A mindestens 
so viel positive Eigenwerte wie A"b 

Wir haben aus der allgemeinen Theorie hier nur die 11 il- 
bertsche Grundformel benutzt; wie diese gilt also auch das 
Weylsche Theorem fiir stetige und brauchbar unstetige Kerne. 
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Inte^Talglei(*lninjj:(‘n uiid die SiuriH-liiouvillesehe 
TUeorie. 


§ 2 <“'- 

Die Sturm-Liouvilleschen Punkiioncn. 


Die aualytisclion Ililfsmittol, di(5 wir in don lotzton I*ara- 
graphen kennen golernt hahen, eriiidgliclusn uns, oin Probloui 
allgeineinen (Iharakters in Angriff zu nolmum, das (lurch die ilnn 
gowidmeten bewundernaworUni Arboitcui von Hturm und Liouvillo 
besonders wichtig gowordeu ist. 

Erstreckt sicb ein die Wanno leitondor liotorogenor Stab 
langs del' Abszissenachse von a; ; - 0 bis .r 1 und ist (/ die 
speziiische Wajrae, h die innero Lcitfiibigkeit, / das seitliche Strah- 
lungsvermdgen, endlich t die Zeit, so (>rfuUt die '(’('jiiperatur a 
die Differentialgleichung 



und die Grenzbedingungon 


k 


du 

dx 




f // w 


0 , 


in denen h und H die Werte der auBeren Leitfiihigkoit dor F.nd- 
querschnitte, also positive Konstanto, bedouton. Wird (unor diesejr 
Querschnitte Oder beide auf der konstanten Temperatur Null 
gehalten, so erbalt man eine der Grenzbedingungen 

m|®= 0, «!' r:„-: 0 

Oder beide, auf die mam auch dadurch komraen kiinn, daB man 
eine' der Konstanten A, H oder beide unendlich wordeu liiBt. 
Setzt man 

u = 
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26 . 


wobei V von t unabhangig und I eine Konstante sei, so erlialt 
man die Aufgabe, die GroCe V ans der Differentialgleiclmng 


(1) 



0 


iind den Grenzbedingnngen 


( 2 ) 


dV 

d 


= 0, 


dV 1 1 

L + I/Fi = 0 
dx ' I 


zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen 

0, F|'= 0 

ausarten kbiinen. 

Kincn besonderen Fall diescr Randwertaufgabe erliiilt man bei 
der Theorie der heterogenen Saite, deren Bewegungsgleiclnmg^ 
wenn n die VeiTiickung bedeutet, in der Form 

d dii\ 

0 gdl — 0-^ 

ersoheint, und wenn man eine der Gleichungen 
FcosyA/, Ilf — FsinyAf. 


ansetzt, genau auf die Differentialgleichung 


d 


dx 



f- (f I V ~ 0 


mit den (irenzbedingungen 

F|‘’ Fp = 0 

zuriickgefilhrt wird. 

Man sieht, daB hicr wie oben bei der Warmeleituugsaufgabe 
die GrdBen //, h ihror pliysikalischen Bedcutung nach auf der 
Strecke von x = 0 bis x ~ 1 })ositiv sind, und dab I jedenfalls 
nicht nogativ ist. AidJordom darf notdi, ohne daB die Aufgabe 
spezialisiert wird, (j — I gesetzt wcrden. Denn man kann die 
Gleichimg (1) in der Form 

<jdx + (^ - J) ^ = 0 

schreiben; flihrt man dann die GrbJBe 

d- 1 

(jdx:^<jd X 

U (» 
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26. 


als neue Variable ein, uud sotzt 

0 

so erhillt man die Gleicliuug 



in der die GroBon l\ und 1^ dieselben ICigcnsohaftcn liaboii, wio sio 
oben fiir k nnd I gefordert warden, niul die (irenKbediiignngen (2) 
bebalten ihre Form, so daU jetzt dor Zeiger 1 wieder weggelnsKea 
werden kann. 

Setzen wir allgemoiu 

so liaben wir fiir die gesuchto Funktion V die Differentialgleicbung 
(3) VF + AK-^O, 

und kbnnen zunilcbst uberselioii, dafJ, wetm / auf di'r Striicko 
von a: = 0 bis a; =•- 1, dom Grandgebiet, wie wir wieder sageu 
wollen, nicht negativ ist, auch die gesuchten Werte A nicht nt'gativ 
sein konnen. Denn wilre A — c** ein solchtir Wert, m kbunte 
aus der Gleicliung (3) geaohlossou werden 



+ jl/ t ra)r</.r. 


Beginne mn V am uiiteren Eiide des CirundgcdiietH z. li mit 
einem positiven Werte daim wird dan Integral in der lcdztf3n 
Gleiclmng positiv, dVjdx liat auch dasselbe Vorzeichen, und E 
waclist weiter. Sei also V etwa auf der Strecke (),..« ponitiv oder 
habe nur fur x = 0 den Wert Null; ist dann die ohere (Irenze 
der Werte w uud o(:o< I, so sind fiir auch nocdi die (irolkm V 

und dVjdx positiy; die Strecko, auf der T positiv ist, kaiiu also 
noch uber Wq hinweg ausgedehnt werden, was der Definition von 
widerspricht. So wird es aber unmoglich, dm zwoito Oleiehnng (2) 


7 , r/T/ 


0 


zu erfiillen. Die gesuchten Werte A kbnnen also nicht negativ soin. 
Im Falle h = oo erhalt man dassolbe Krgebuis, indem man dV dx 
an der Stelle x — 0 positiv nimmt. Nur im Falla h II - • 0 


27 . 
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ware der Widerspruch dadurcli zu vermeiden, daB kdVid x wachst, 
dV^dx sich aber von der positiven Seite her dem Werte Null 
annahert. Dann waren beide Randbedingungen erfiillt; die zu- 
gehorige Funktion V wiirde im Innern des Grundgebiets nicht 
vei-schwinden. 


§27. 

Cbergang zu den Integralgleichungen. 

Es seien nun cp x und x zwei im Grundgebiet stetige Losungen 
der Gleiclmng 

von denen die eine, etwa <px^ die erste Grenzbedingung erfiillt, 
die aiidere die zweite. Dann kann man annelimen, es gelte 
die Identitilt 

k 


d (p 
dx 


9 


dip 


x) 


1 , 


da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter 
Faktor in jeder der Grofien (p und zur Verfugung bleibt. Ver- 
schwande der konstante Wert dicscr GrdBe, so waren 9 und 'p 
nur durcli einen konstanten Faktor unterschieden ; die Gleichuug (1) 
hiitte also eine Lilsung, die beide Greiizbedingungeu orfiillte, was 
iiach §2(> nur in dem ausgcavteten Fa-lle .// "-O eintretou kann. 

Sehen wir von diesem ab, so kann der Kern der gesuchten 
Integralgleiclmng gebildet werden, indem man, wenn .r < g ist, 


und, wenn x ^ | ist, 

Die so definierte GrdBe erfiillt namlich, wenn wir wie gewiihnlich 

iWv(.r,r) 




ox 


setzen, die Gleiclumg 

(2) 2Kix, $) I) 0 


und die beiden Grenzbodingungen (2) des § 26, und ist an der 
S telle X — I singular, so dalJ die Gleiclmng 


4-0 

1 

4 f 0 


besteht. 


A’/v'(x,5) 
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Versteht man nun unter fx cine bclicbige^ ini (Jnmdgebiet 
stlickweise stetige Funktion, unter 

1 

yx — j K {x^ a) fa . d a 
0 


eine qiiellenmalJig (largestollte Funktion, bo fiudet man dundi 
eine Rechnung, wie sie in § 2 iiluilicduun Zw(u*.k angowandt 
wurdo, I 

X . t j /v ' (,r, m)f a. d 
0 


(igcF'x) 

d X 


■d\kK'{x,a)].. 


dx 


/«.(/« I /r./.r. I A'' 0 ) 1 0 ) 1 ; 


da nun die expliziten Ausdrucke der Funktion A' die (ilei<diuiifj:en 
K' K' {.V 1 o,.r). 

A"(.T,.r .t-0)r^ A"(.. ()„,•) 


ergeben, so folgt aus der erhalfceuon (Jleichung fiir ulle Stellen, 
an denen fx stotig ist, die Identitiit 

dikF'a^ 
dx 


( 3 ) 


^F-. 


I Fx -- fx. 


An den Unstetigkeitsstellen dor Funktion fx iat (laa Symbol F” 
nicht definiert. Man erkonnt fernor aus dm- angegttbenmi l-’orm 
der GroCo F', daB die Funktion F die Itandbodingiingen dm- 
GroBen K(x,a) und V orfiillt 

Ist umgekehrt die Funktion Ox nuf dem Gi-undgobiet init 
ihrer ersten Abloitung stetig, wilhrend die zweitts Ableitung stiick- 
weise stetig ist, und orfullt sie die Grmizhedingungon, ho int die 
Funktion 


fx 


dfIcO'x) 

dx 


f lOx 


\iO 


stiickweise stetig, und man kauu mit ilir die vorhor eingefiilirto 
GroBe Fx bildon. Dann orgibt sich, indern man diosn Gleielmng 
mit K{x,^) multiplizicrt und zu dor mit Ox multiplizierten 
Gleichung (2) addiert, 

\k {O X . K' (a-, i) - K (x, g) O' X) \ K (.r, | ) fx ; 

wenn man sodann liber das Grundgobiet iutegriert, die allgemeine 
Integrationsregel des §2 benutzt und bedenkt, daB die (iriiBe in 
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§ 27 . 

eckigen Klammern an den Stellen x — () und x — 1 verscliwindet, 
weil die Funktion die Grenzbedingungen erflillt, so erhalt 
man folgendes Kesultat: 

1 

(4) = \ K(;c,^)f£.dx\ 

:s+ 0 J 

0 

die Funktion O kanii also quellenmaJSig dargestellt werden. 

Ein Sonderfall dieser GroBe ist F, die Losung des Sturm- 
Liouvillescben Randwertproblems, wenn eine solclie Gxistiei*t. 
Fiir sie gilt die Gleichung 

ersetzt man demgemaB fx durcli A 7, so ergibt sicli aus der 
Gleiclmng (4) ^ 

x\VK{x,^)dx, 

0 

womit das Randwertproblem auf eine liomogene Integralgleicbung 
zuriickgefiibrt ist. 

DaB umgekclirt jede Losung der Integralgleicbung aucb eine 
Losung des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, daB die 
reclite Seito der Integralgleicbung quellenmaBig dargestellt er- 
scbeint, woraus sicb nacb der zwiscben f und F geltenden Re- 
ziebung (3) ergibt 



iiuBerdem erfullt jede Losung der Integralgleicbung ebenso wie 
jede (piellonmaBigo Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beini 
Randwertproblem zu jedem Fiigonwert wegen der Randgleicbungen 
§ ‘2() (2) nur eine bis auf konstante Faktoron bestimmte Eigen- 
funktion gebdrt, ho gilt dasselbe fiir die Integralgleicbung, so duB 
inehrfacdui Eigenwerte ausgcsidilosHen Hind. 

Dieso Entwickliingen sind im Falle h - 11 -- 0 zu naodifizieren, 
wcnn das durcli di('. Gronzbedingung 

//' “ 0 
* j 

bis auf eincn konstanten Fakior bestinunte Integral der Gleicliung 




106 


Vioi'tor Absclmitt . 


27 . 


von selbst auch die Kweito Grenzbedingung 

;)/|‘=r.O 

erfiillt. Sei cp^x dieses Integral, das als oiiui stationilro 'Foinpe- 
ratur des Stabes angeseben worden kann, und word(3 die Gleicliung 

I 

G 

Yorausgesetzt. Dann ist uatdi § 15 als Kern dor hitcgralgloicluing 
die stationare Temperatur n zu neluuen, die duroh eino an der 
Stelle X — ^ wirkende Wilnneqnollc horvorgt'rnfen vvird, wonn 
in jedem Element dx die Wilnnomenge ■ f/.r . 91,,^ erzeugt 
wil'd. Aus dieseu Eestsetzungen ergibt sieh dit‘ Gleiclmng 


d 

dx 



<PaX.q:,,i — 0 


mit den Grenzbodingnngon 

dll 


dx 


: 0 


und der Unstetigkeitsbodingung 


wodurch die Grolie u offonbar nur bis auf oinen Sunmiandon 
von der Form <‘<PoX bostimmt ist, in dom <• nine Konstiinlo be- 
deutet. Diese kdnnen wir bonutzon, uni die Glcichung 

1 

(6) j 

0 

2U erwirken. 

Jetzt setzen wir u — J), imd linden dann loicht, daO 

diese Grofie in x und*| symmetrisch ist, iind dalJ jade lamung 
der Stnrm-Liouvilloschen Aufgabe 

// y i>,i 

: :0, r . 0, 

dz : 

bei der /I von Null verschieden ist, auch die Integralgleiahung 

Fgr- AjA>,|)Ki/.r 

a 


erfiillt. 
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§ 27. 


Bei den quellenmaBigen Funktionen tritt insofern etwas Neues 
auf, als die oben eingefiihrte Funktion 0x noch die Bedingung 

1 

(7) j 0cc.(pQ3[:.dx = 0 

0 

erfiillen muJB, um quell enmaJfSig dargestellt werden zu konuen; 
dann ist namlicli 0 — F eine die Grenzbedingungen 

P ' l ''=0 

ax I 

orflillende Losuug der Gleichung (5), also in der Form C.(poX 
darstellbar. Da nun die Gleiclmug (0), wenn man nach | liber 
das Grundgebiet integriert imd die Integrationen vertauscht, die 
Beziebung ^ 

j F X ,dx 0 
0 

ergibt, so folgt aus der Gleiclmug (7): 

1 1 

j" — F) (jpo rr . (Zrr = J C (9P0 xy dx — 0, (J — 0, 

0 0 

womit die Grolle - 

0x — Fx 


quellenmaCig dargestellt ist. Ulmgena gilt auch bier die Gleiclmng 

.ii F --- f.r. 

Auf eine andero, tbeoretisc.li eiufacberc Weisc kann der aus- 
geartete Fall erledigt werden, indem man die Methodo des S 17 
zum Muster nimmt. Man verstobt uuter c eine solcbe Koastante, 
daC die Itandwertaufgabe 


d 

(lx 



(iy 

dx 


koine Losuug besitzt; dann kann die vorgelegte Aufgabo in 
folgende (iestalt gebracbt werden: 


d 

dx 




(hi "• 
d' 


Die Eigeiiwerto A' Rteheii zu deuou des urspruiiglichen Problems 

in der Beziebung ,, , 

A -j- € = a; 

die none Aufgabe kann aber nacb derselben Mothode bebaudelt 
werden, die oben auf die nicht ausgearteten Fiille angewandt 
wurdo, (la koiner der Werte A' versebwindet. 
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28 . 


§ 28 . 


Anwendungen der allgemeinen Theorien des dritten Abschnitts. 

Nachdem die Sturm-liioTivilloHclio Uaudwortaul'galK) nuf 
eine Integralgleiclmug mit ayiiimetrischom K(;rn zuriickgolTilirt 
ist, liefern die Siitze des dritten AhHchnittK sofort cine Mwige 
alter und newer Ergcbnisse. 

Zuniiclist zcigeu die zusamineiigehiirigeu lic'zieliungou 
1 

(1) = J K (.r, g) f.v . d X, Si 0 X . - /-.r, 

0 

(lafi fs) ideutisch versehwiudet, woiui dio8 von gilt, d. lu wenu 
fx zu dem Kern der Integralgleichung ortliogninal int Diinn mi 
fx aber aucli nach § 22 zu alien Kigenfnnktiouen orthognnal und 
umgekehrt; es ist also klar, daB oine im (« riuidgel)iet stetige 
Funktion, die zu alien Eigenf uuk tionen der Sturm- 
Liouvilleschen Aiifgabo orthogonal ist, idontiHch ver- 
sehwindet. 

Das ist cin wiclftigor Satz, urn dessan Bawtus Sturm uud 
Liouvillc sicli vergcblich bomuht haben. 

Erinnern wir ferner daran, daB nach § 26 ktun ni‘gaiivar 
Eigen wert vorhanden sein kann: Nach §24 ist also das MercarHcha 
Theorem anwendbar, und wonn wiedor dit‘ nonnitudan Kigeu- 
funktionen sind, d. In 

so gilt die bilinearo Korniol 




guj X , qin 

X 


und ibre rechte Seite konvergiort gioichmiiBig bazilglich 
jeder der GroBen g im Grundgebiat, wann die luulara 
in ibm festgehalten wird. 

Nach § 22 ist ferner jode (iuellanmilBiga Funktion auf di(\ 
Fouriersche WeisenaehdonKigenfunktionen zu antwickalu; nach 
dem, was in § 27 uber quellennuiBige Darutallung gosagt wiirde, 
ist also jede die Kandbedingungen erflillendo Funktion 
in der angegebenen Weise entwickolbar, die mit ihrer 
ersten Ableitung im Grundgebiet stetig ist und ein<‘. 
stiickweise stetige zweite Ableitung basitzi. 
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§ 29 . 


Die Anzahl der Eigenwerte tind Eigenfunktionen ist unendlicb, 
denn die Eigenfunktionen haben ihrer Definition nach stetige 
Ableitimgeu; die bilineare Reihe biitte also aucli stetige Ab- 
leitungen, wenn die Anzabl ihrer Glieder eiidlich ware; sie ist 
aber dem Kern gleich, dessen Ableitung eine Unstetigkeit aufweist. 

Leicbt ist endlich die Bedeutung des losenden Kerns zu er- 
sehen. Er erfiillt nacli § 23, wenn ^ der Parameter ist, die 
Gleiclmng ^ 

(2) r{x, y\ ft) = K{x, ?y) + ft J K{x, «) r(a, y, ft) cZa. 

0 

Wenden wir nun die Gleichungen (1) auf das zweite Glied der 
rediten iSeite an, so ergibt sioh 

y\ ft) = y ft r(.f, y\ y) — — ft r(x, V/; ft) 



f enter zeigt die Gleichung (2), daB die Ableitungon r) l ’ r.hr uiid 
dKfdx dieselbe Unstetigkeit aufweisen, also 


Endlich erfiUlt /’ cbonso wio K als Eunktion von .-r die ein fur 
alleiiial vorgeschrieboncn liandbedingungen. Die GrdBe F ist also 
gonau so gcbildct wic dor Kern A', nnr da,b man nicht von dor 
Gloichung Hy = 0, sondorn von dor allgomoinereu i't/ -j- ft// = 0 
ansgeht. In der Tat -wissen wir ja nac.h § 2:J, dalJ dor Ibsondo 
Kern als Korn einor Intogralgloiclning genonimon worden kann, 
deren Eigenfunktionen dieselben sind wie bei dem ursprunglicheu 
Kern. Da die bilineai'e Formel gilt, kann man schreiben 


n 


cp„x.<p„y _ 

A„ — ft 


ii 29. 

Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen. 

So schdne Ergebuisse die Integralgleichungen geliefert haben, 
muB dock auf die Diffcrentialgloichung der Funktionen V und 
das zugebtirigo Uaudwertproblem zxiriickgogangeu werden, wenn 
man die Satzo iiber die Darstellung willkurlichor Funktionen in 
HO allgomeiner Form orhalten will, wie es fiir die Anwondungen 
notig ist. 
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Zu diesem Zweck transformieren wir die (ileich’ 


durch die Substitutionen 




\'d.r 

\k 


und erhalteu eine (ilciclmn;' voii dor Korin 

iPV 


0) d.- 

und Greiizbedingungen 


( 2 ) 


dU 


h' {■ 


t -I') I' 

" d/-' 


0 


(- irr 


d~ " ' d^' 

in donen A', If Konskanto, obor nichk iiotwcudiK |u)« 
h, 7/ zugloioh endliob Hind; dor I'iill, dali oino dor 
nnendlich sei, wordo zmiilolint nuHgosohloHHOii. Wir bci 
die oifenbar ricbtigc Gloiohuiig 

I K 

f V^dx 

u II 

Jetzt boachten wir, dab die GUncliuug (1), v 
gesetzt wird, mit jeder dor folgondeu identiHch ist: 

d (^siii Q z qV <'«8 ^ -* ■ /* / ' niti if 

d ^COfc) Q 0 1- () ( ' Hill (> J j ■ A / ■ OOH s 

Integriert man dieso Gleichungen und fiihrt, indem 
kiirlicb laCt, nur die ernte der (ironzbediiigungtiti ^ 
Gleiolmng 


IJ " ; f 1 


ein, so ergibt sich 


dU ,, 

Sm 9 if ■— QC,Q(iQX.V 

dU , . ,, 

cos "T p am ^ if . U 


{) I' j // Ij' Hi 

II 

I 

h' -( j // //' Cl 
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§ 29 . 


wobei durch L\ U' die Funktionen L, U, in denen 0 dui'ch z' 
ersetzt ist, bezeicbnet sind. Hieraus folgt 


(3) U = cos 

1 (III 


(4) 


Q <h 


Q z + + y I L' v sin q{z- z') dz', 

0 

sin Q z - \- 1 L' II' cos q {z — z') d z'. 


« dlJ'^ 

■ ./ ,. ! — Q 


lin Fallo W —■ 00 gibt der Ansatz 

dz I 

durch eino der dnrchgcfiihrten ahnliclie Itechming 

(5) U r“ sin ^ d- ^ \ IJ W sin q {z — z') dz'. 

^ J 


Die Gleicliungen (S) unci (4), die wir niilier yerfolgen, ergeben 
wichtige Resultate betreffs der Werte you U. Zunilcbst kann 
dieso Funktion von ^ auf Grund bekannter Eigenscbaften dor 
linearen Differontialgleichungen durcli das gauze Intervall von 
^ — 0 bis z ~ Z fortgosotzt warden, wobei sic selbst wic aucli 
ihre Ableitung unter einer von 0 unabhiingigen Schranke liegt, die 
aber zuniichst miiglicherweise von q abliilngt. Es sei z. U. die 
erste positive ganze Zabl, die von den Werten \(i\ weder crreicht 
noch ilberBchritten wird. Dann ist die rechte Seite der Glei- 
cdiung (8) absoliit kleiner als 





$ 



die liuko Seito wird abcr fiir gewisso Werto von z nieht kleiner 
als Q — I, woraus sich ergibt 


y-l < 1 + 





Da nun die Klammer auf der linken sowic die rechte Seite 
sich bei wachsonden Werten A und |^| der Grenze + 1 annahern, 
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§ 29. 

SO ist kkr, daB Q bei diesen Werten nicbt unendlich z-animmt, 
sondern unter einer festen yon q unabbangigen Scbranke ver- 
bleibt. Dasselbe gilt daber 7on 1171 nnd der Gleicbung (4) zu- 
folge aucb von der GroBe Q-^dUldz. Eben diese Ergebnisse 
folgen aucb in derselben Weise aus der Gleicbung (5). 

° Weiter ergeben die Gleicbungen (3) nnd (4) die Identitat 


dU 

dz 


V = (q — P') sin ^ — P cos q 


wobei die Grofien P und P', die leicht zn bilden sind, zwischen 
endlichen, von q unabbangigen Scbranken liegen. Die Eigenwerte 
A = werden daber durcb die Gleicbung 


( 6 ) 


tang Q Z = 



definiert, die zeigt, dab 


YL'Jt , 


zu setzen ist, wobei n eine positive ganze Zabl bedeutet, die von 
einer gewissen Grenze ab immer um Eins wacbst, wenn man zu 
dem nacbstgroberen Wert von X iibergebt, und die Gleicbung 

lim = 0 

£)= -f c» 

gilt Scbreibt man die Gleicbung (6) in den Formen 

p 

tang (n % 4 - Bu Z^) = tang BnZt , 


nSn 


^nZ 

TCtmgBnZ 


[P — (P' — £n) tang Sn Z] 


und beacbtet, dafi die recbte Seite der letzten Gleicbung zwischen 
endlicben, von n und q unabbangigen Scbranken verbleibt, das 
Verbaltnis niQ aber einem endlicben Grenzwerte zustrebt, so 
wird klar, daJS man setzen kann: 


(7) 

COSQJZ = cos 

wobei die GrofienP 
verbleiben. 


-Bo B, 

Sn-—, 9 --^ + —, 


nnz , B, 


nm 


sin-^ + 


Q 


Z ' p’ — 
zwiscben festen, von unabbangigen Scbranken 
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Hieraus ergibt sich mittels der Gleichmig (3) leicht 

0 

wenn eine GroJB^ ist, die die Eigenschaften von J5o, nnd B.^ 
besitzt; die normierteii Eigenfunktionen baben also, der Glei- 
chung (7) zufolge, die Form 


(B) 


k,cp,,x = 



nTt 0 , 

cos + 


-Iff 


wobei der Buchstabe '^F hier imd foi'tan eine GrbUe bedeute, die 
zwisclien endlichen von n niid x unabhiingigeii Scduankeu liegt. 
Dabei ist zwar, streng genoiumeii, nicht bewiesen, dab (pnX die 
^^te Eigenfimktion ist, da erst von einer gewissen Greuze ab dem 
um Eins waclisenden Werte von n die aufeiuandorfolgenden Werte 
von Q Oder X entsprechen. Das ist aber flir die Konvergenz- 
fragen, die v^ir jetzt in AngrifE nehmen, nnwesentlicli; man konnto 
auBer der Keibe ^ 2 v • ^cch eine endlicbe Anzahl von Eigen- 
funktionen binzufugen, um das vollstandige System zu erhalten. 

Analog der Gleichvuig (S) findet man ana den Gleichungen (4) 
und (7) 


CJ) 


Cpu X 


Z i/2 , 

7tn Y Z 


HTT. 

z 


W 


und der zugeborige Eigenwert hat die Form 


80 dab 

( 10 ) 








w 

n ^ 


1 


Z^ 



gesetzt werden kann. 


S BO. 

Die bilineare Reihe und ihre Ableitung. 

Ftibren wir neben x ein zweites Argument Xi ein, das flir x 
gesetzt 0 und k in 0 ^ und It\ iiberfuhre, so ergeben die Formeln (8) 
und (10) des vorigen Paragraphen unmittelbar: 




cp„T.. q)„Xi 




2Z 

jrs 


1 tlTtZ HTtie 

>, „ cos „ cos - ,, 
n* / 


■NT' 


‘ 4- 21 




K n 0 u r , I iiti'grulgloichuugen. 2. Aufi. 


8 
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wobei die Schranken dcr Griiben ’J*" wie von ./• so auch vou x 
unabhilngig sind. Dio Ueiho anf dor linkou S(>.iU) ist. zwar nich 
vollstiindig als die bilinoaro Iloilio iiachgowioson, da dio Funk 
tionen (fnX und C08(«n:^:;Z) cinaudor violloicht nu-ht vullig ein 
deutig entsprechen, ahor joiio Uoibo kann aicli von dor bilinearei 
nur urn eine eudliclie Aiizalil von (Hiodt'rn untorH<-l>oi(lon. Dl 
bilineare Keihe des Kerim K(.r,!/) kouvorgiort. also iin (Jnmd 
gebiet absolut und gloiolimiiOig boziiglioli hoidor Vnrinlilon, wa 
in besclminkterem Sinno nacli § 2H solum aus doui Moroorschei 
Satz folgt, und es gilt dio bilinoaro Formol 




({•»■''■<}„ -I I 

A„ 


Die Formeln (8), (9) und (10) dos i; 20 ztsigon fonior, da: 
die Reibe, __ x . „ .<■, 

A„ 


sich von der Roiho 


It 


( 1 ) 


2 V ^ ^ - 

\ m\ Vim 

TT )l Z Z 

n 




A k 

71 " n 


Bin 




'V ^ I . H:t 

>. Kin 




nur urn eine bezuglich beider Argumente iin Urinulgebiid. gleieli 
mafiig konvergieremlo Keihe, akci eine Hkitige Fuitkliun heiclc! 
Argumente unterscheidet. Da nun die Ctn'dieu k und k\ iin Uruiu] 
gebiet stetig und positiv bleiben, ftdgt weiter, dnfJ die Reilie 


f.r, V 


l.m t 




A„ 


injedem Gebiet der Variablen gleichtniiliig kcuivergitni, in wtdeliai 
dies Ton der lleihe (1) gilt Diwui geniigt eii, an irgetid eine 
Stella des Grundgebieten festoihalten und x eine »Htn»ekis di 
einen Tail dieses Gebietes bildet und j\ nielit enthiilt, clnrehlaufe 
zu lassen. Dann bleiben die GrbUen - und •r f Ubc 
einer positiven Grenze und unter iiiner Stiliriuike Tun der Feui 
2Z — r, wobei c eine positive Konstante bedeittet Ibiriuw ala 
sebliefit man, daB dio Reihen auf der reehtiii Sciite derCiIeiclinng(i 
gleichmafiig konvergieren, indem man »ie!i der in § 4 eniwiekeltc 
Eigenschaften der Reihe ^ ^ 

^ Bitinu 


erinnert. 
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§ 30 . 


An der Stelle = 0 wird der zweite Teil der 

Reihe (1), als Funktion Ton x^ betrachtet, nnstetig; dasselbe gilt 
daber Ton fic, und es gilt dabei offenbar die Gleichung 

(2) f(iK-0)-f f(a; + 0) = 2fa:. 

Aus den anf Konvergenz beziiglichen Eigenschaften der Reibe 

1, 00 , 


ergibt sich sodann auf Grund des in § 5 benutzten allgemeinen 
Satzes Tiber die Mdgliclikeit, eine Keilie gliedweise zu diffei;en- 
zieren, da ja die bilinoare Formol gilt, die weitere Formel 


1,00 


( 3 ) 




sobald X imd oc verscMeden sind. 

Da ferner der Kern J£(^r, |), der an der Stelle x = ^ eine 
unstetige Ableitnng nach x bositzt, als Funktion Yon x mittels 
der bilinearen Formel nach den Eigenfunktionen <pnX entwickelt 
werden kann, so gilt dasselbe von deni Ausdruck 

cl> x 4^ Ui A’’(.r, 4 ((-2 K (.r, go) 4 -4 <^m A' (:r, g,,,) , 

in welclicm nj , ... konstant siud und <l>x (juellenmiilJig dar- 

gestellt werden kann. Wio in o schlieBon wir lueraus, daB jede 
Funktion nacli den Eigenfunktionen anf die Fouriersche Weise 
entwickelt werden kann, deren Ableitung irn limern des Grund- 
gebietes eine endlicho Anzahl von Spriingeu macht, wiihrend die 
Funktion selbst im iibrigen die in § 20 angegebenen charakte- 
ristiaclion Eigenscdiafton der Funktion 0x bositzt. 

Sodann erhiilt man unstetige, nach den Eigenfunktionen ent- 
wickolte Funktionen, wenn man in der Formel 


1 , oo 




i als die unabbangige Variable auffalit; der Formel (2) zufolge 
ist der Wert der Reihe iu einer UiiMtotigkeitsstcllo das arith- 
metischo Mittel der boiden Greuzwerto, donen die dargestellte 
Funktion zustrebt, wenn man sich Ton oben oder unten der Un- 
stetigkeitsstellc annahert. 



116 


Vierter Absolmitt . 


§ 30 . 


(^) 


Speziell gelten die Forinelu 


K'iO,^) 




q>'„ ()•. 9,, ^ 


und liefern die Entwicklung einer die (Irenzbedingung nicht 
erfiillenden Funktion von Denn da z. R. in dor GrdOe A''(l,|) 
das zweite Argument das kleinore iat, hat man naoh ij 27 zu 
setzen : ^ | . 9 I , A' ( 1 , t) 9 ^ . 9' 1 , 

unci diese GroiJe erfiillt als Funktion vtni | an dor Stella ^ = 1 
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion (f)X- l)eide Grenz- 
bedingungen erfiillte, was nicht geschicdit. Dio GrdlJe, die ver- 
moge der Grenzbedingung vorschwinden sollte, ist also von Null 
verschieden. 

Die Formeln (4) sind zwar zunachst nur fiir deu Fall ab* 
geleitet, daC die unter don Funktionszeichen K/ Btehcuulon Argu» 
mente verschieden aind. Aber z. B. die erste von ihnen gilt auch 
fur 1 = 1, wenn nur II nicht unendlich ist. Dann liat man 
namlich die Gleichung 

1 , 0 © 

(5) kK' (*, ^) I* = - //A'(l, S) . 


und zwar auch fiir | ~ 1. Da nun dies Kigenfunktiojusji dio 
Grenzbedingung , 

A9'„ + //9„|> •-=() 

erfiillen, kann man dio roehto Seite der (Jleiclmng (5) loioht in 
die der ersten Gleichung ( 4 ) uberfulir(sn, sind letztisro ist auch 
fiir die Stelle | =■- 1 orwiesen. Analog gilt <Uo zweite Forinel (4) 
auch fiir | = 0, wenn h nicht unendlich ist; dio Formeln (4) 
versagen also nur in solchen Endpunkten des Grundgohietes, in 
denen glle Eigenfunktionen verschwinden. 

Die erhaltenen Resultate zeigen, dab die init konstanttsu 
Koeffizienten a, b, b^ gebildete Griibe 

+ 2 av A(3r, -1- 2 K K' (>/„, x) + a K' (1, x) f b K' (0, j), 

in eine Fouriersche lleihe nach don Eigenfunktionen ontwiiskolt 
werden kann, also eine Funktion von a;, die beliehig vide gts- 
gebene Unstetigkeiten an sicli selbst und ihrer ersten Ableitung dar- 
bietet und der Grebe, die in den Grenzbedingungen gleich Null 
gesetzt wird, einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert 
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§ 31 . 

der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei 
der Reihe (;a?, oder \Xi zu bestimmen. 

Hieraus erhalt man wie in § 5 den Satz, daJ6 jede Funk- 
tion die auf der Strecke von 0 bis 1 mit ihren ersten 
beiden Ableitiingen stiickweise stetig ist, in der Form 

1 

fx = 2 [fa.cpnoc .da 
- () 

dargestellt we r den kann; sie braucht dabei keineswegs die 
Randbedingimgen der Eigenfunktionen zii erfiillen. In den Un- 
stetigkeitsstellen der Fiinktion fx gibt die Reihe den Wert 

+ 0) + -0)1; 

in einem Endpunkte des (kundgebiotes, in dem die Eigenfunktionen 
verschwinden, gibt die Reihe natiirlich den im allgemeinen iiu- 
richtigen Wert Null. GleichmaBig konvergiert die erlialtene Reihe 
wie die benutzten Reihen K' i) als Funktionen von i anf jeder 
Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten 
Funktion enthalt, noch einen Endpunkt des Griindgebietes, in dem 
diese Funktion die Grenzbedingung der Eigenfunktionen verletzt. 

Tst .forner fx eine beliebige von x y— 0 bis x ~ 1 
stetige Funktion, so erhalt man nach der Methodo des 
§ () die von Stekloff bewiesene Gleichung: 

^ 1, oo ^ 

j (/■(X)2 d a r - 2 1 J7 « • W . (/ a p ; 

0 0 

besteht diese Gleichung fur irgond ein orthogonales Funktionen- 
system 9P„, so nennen wir dieses abgeschlosseu, die Gleichung 
Abgeschlossenheitsrelation. .Die Moglichkeit des Bowoises beruht 
wie in § 0 darauf, dafJ man eine beliebige stetige Funktion (lurch 
quellenmaihge angenahert darsttdlen kann. 

§ 

Belastete Integralgleichungen. 

Dio Sturm-Liouvillesche Randwertaufgabe wird bei wich- 
tigen Anwendungen dahin abgeandert, daU dor Eigenwert A in 
den Randbodingungen auftritt. Bei eloktromagnetischen Aus- 
gleichsvermogen in Kabeln sowie bei Schwingungen von Saiten 
mit elastisch befestigten Endpunkten wird ctwa gefordert, V auf 
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der Strecke vou a; = 0 bis .r 1 so zu hestinimen, daU di( 
Gleicbungen 

(1) v" + A F 0, 1^0 0, liV -- 7 ^) '■ + y'\ ’ - 0 

gelten, in denen jf) und q Koustantc und, wjih woHeiitlich, q iiositi’ 
ist. Man findet sofort fur Eigoiifunktioiicn uiid Kig(‘inv<*rto 

F = sin ;r- }jl , (j) — q A) sin ^A [ \ A cuh | A • (). 

Sind Ai und Ai verschiodonc Eigenworte, E, und E.j dio zugohii 
rigen Eigeiifunktionen und untorwirft man dio mit don \Vort(!i 
A = Ai und A — Aj angcKotztcn (ileichungon (1) dor (i roonschei 
Operation, indom man dio orste mit )'a, (iio zwoito mit J’, multi 
pliziert und subtrahiort, so ergibt sio.ii 

7r,Fa|'-k i r.Fa<f.r~0; 

(I 

die Fuiiktioneu uiul siiid also nicht im hlsharigfu Biim 

orthogonal. Fuhren wir aber oin Zoichen balantetor Integra 
tion im (irundgebiet (lurch dio Glei(dniiig 

- I 

(2) ffcc.da j foe , d a j f/ . /’ I 

(1 

ein, so erhalten wir die Be^ielmng 

I r, r,,Lv 0 , 

die vir als belastote Ortliogonalitat bozoichnon. Eino Voi 
allgemeinerung der Delinition (2) kanu boi andonni Aufgabo 
darin bestehen, dafi rechts die Werte dea Intogramlon an bt 
liebig vielen festgelegten Btellen des GrundgebiotoH uuflrotei 
jeder mit einem festen poaitiven Faktor multipliziort. 

Fuhren wir jetzt eino (iroenscho Eunktion oin, di 

die Gleicbungen 

J£''(flr,^) = 0, Z(0|,) = (), j. K, 0 , 

X'(|-0,S)~.A"(| +0,1) 1 

erfiillt und nach der Schlufiformel des § 1, wean x ' , dure 
den Ausdruck 
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§ 31 . 

gegeben wird, so liefert die Greensche Operation auf die GroJSen 
K und V und ihre Differentialgleichungen angewandt die Gleicbung 

V^ = I Vl.Kil, ^ Kix, I) Vdx 

0 

Oder die belastete Integralgleichiing 

Vdx. 

Sie fiilirt dazu, eine quellenmaCige Funktion in der Form 
_ 1 

Fx — j K{x^ a) fa. da — J K(^x^ a) fa. da + qK(x^ \)fl 

0 

darzustelleii, fiir die man sofort mittels einer oft durcbgefiihrten 
Reclmung die Differentialgleichung 

r'x ^ ^fx 

und die Randgleicbnngen 

(3) Z0 = 0, = Fl+pFl + a^"'l =0 

findet. 1st fx im Gnmdgebiete stuckweise stetig, so ist Fx 
mit der ersten Ableitung stetig und besitzt eine stuckweise stetige 
zweito Ableitung. Hat eine andere Funktion diese Eigenschaften 
und erfullt die Randgloichungen (3), so setze man fx — — 
dann iindet man fiir die Differenz — — Fx die Rezielmngen 

3f'l + i )31 0, SO:-. 0, 

die, da stetig ist, im ganzen (Jrundgebiete — 0 ergeben, 
also ~ Fx; die Funktion 0x kann qucllenmaBig dargestellt 
werden. 

Der Nutzen des belasteten Integralzeicbens bestoht nun darin, 
dali es alle fur die Idieoric dor Integralgleicliungen im dritten Ab- 
schnitt wesentlichen Eigcnscliafton des Zeichens der gcwdhnliclien 
Integration liber das Grundgebiot toilt, so dab jene Theorie mit alien 
Ergebnissen auf die belastete Integralgleichiing libertragen werden 
kann. Diese wesentlichen Eigenschaften lassen sich aufzahlen. 
Zunachst ist die Vertauschbarkeit der Integration mit der Addi- 
tion der Integranden sowie mit der Multiplikation des Inte- 
granden mit einem konstanten E^aktor zu erwiihnen; sodann die 
Eigenschaft, dab das Integral einer nicht negativen stetigen 
Grobe positiy ist und nur dann verschwindet, wenn der Inte- 
grand im Grundgebiete iiberall verschwindet. Diese Eligenschaften 
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gelten aucli fiir eino doppelte Integration iiber das (irundgebiot, 
bei der, wemi der Integrand atetig iat, die I'olgi* der Integra- 
tionen olme EinflnC iat. Ana dioaen EigcniKchaften der Integra- 
tion ergibt aicli im besondoren die SchwarzHche Ungleicliung; 
sie alle sind sofort auf das Zei(!lu)n der belaateten Integration 
zu iibertrageii. Kndlic.b ist nocli ala weaentliidi zu erwillmon, 
daC anoh bei der boIastet(>.n Integration cine derartigo poaitive 
Konstante c vorliegt, daC immor die Ihigleiehung 

' J /’« . d K < If r 

gilt, sobald !/'«!<</; iui oben lietraebteten Sandtndalle ist 
c = l-f-g; zu. setzen, uml ea iat weaentlieb, dall <i positiv ist. 
Auf dieaer Eigonacliaft beruht oa, dali eine im (Jrundgebiete 
gleicbmilBig konvergierende Ileilie gliedwoise aueh belaatet inte- 
griert werden darf. 

Ein Blick auf dio 18 bia 24 geniigt, um eiuzuHeben, dali 
nur die bier orwahuton Kigenscbaften bei dar llnterHinduuig 
atetiger Korno vorkommon; man darf dahor die Ergehnissi^ der 
allgeiuGinen Theorie dea dritteu Absclmittaa, soweit sttstiga Kerne 
in Betraoht komiaen, auf die belaateten Integralgioielumgen iiber- 
tvagen, z. B. daa Moroorsche Theorem naeh §24 und die^ Siltze 
dea § 20 iiber die bilinearo Roihe. In dieH«5r aiiul uatilrlieh die 
normierten Eigen funktionon so zu vei-steben, dali dio tJhdi'lmugen 

j - I 

besteben, der (irdlie V iat also dor Nornutnaitigafaktor 
( jF»da;]- ^ |? ( 1) -f ] f/.r |“ ' » 

beizufiigen. 

Einen ■wesentlichen Teil der ndtigeu Siitze iiber <lio l>ar- 
stelluug willkurlicher Funktionen liefert das MoreerBoho'rhooreiu, 
da die zur Beatimmung der Eigen worta dionende (tloiubung narh 
Cauchy hdohstens endlich viele negative Wnrzolu habon kanii. 
Die bilineare Formel gilt also und dio biliuejiro Utdlie konver- 
giert im Grundgebiete in beatiramtem Sinno gleichniiiliig. Multi- 
plizieit man die Fonnel mit fx und integriert mit dem holasteton 
Integralzeichen gliedweise, so iat sofort ersichtlich, dali jode 
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quellenmalSige Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt 
werden kann. Da ferner 

(4) 1) = 

SO kann man auch jede Funktion 0x entwickeln, die die Kigen- 
schaften der quellenmafiigen besitzt mit Ausnahme der zweiten 
Randeigenschaft; setzt man 

Fx — -f ax, 

so kann die Konstante a so gewahlt werden, daB Fx die zweite 
llandgleichung (3) erfilllt, also <[uellcnmilBig dargestellt werden 
kann; nun ist ax nach (1) entwickelbar, also auch Kndlich 

bietet die biliiieare Formel die Moglichkoit in Ansdriicken wio 

gi) + ao /v:(.r, 

Funktionen mit nur stiickweiso stetigcr erster Ableitung hor- 
zustellen; nach der Methode des §30 schlieUt man also, daB 
jede stetige Funktion mit sttickweise stetigen Ablei- 
tungen erster und zweiter Ordnung, die an der Stella 
X — 0 verschwindet, nach den Eigenfunktionen ent- 
wickelt werden kann. 

Man erweitert diesen Satz noch, wenn man die asymptotisclie 
Form der Eigcnwerte berilcksichtigt; man ersieht aus dor Glei- 
chung, die sic deliniert, daB annahernd 

K ™ (n 1 

gesetzt werden kann. Daraus schlieBt man wit^ in § 30, daB die 
bilinearo Keihe gliodweiso dilTorenziert werden kann; in den 
Reihen , 


K' (0, $) 




— J'S 
I + p 


X t 1 1 

n 

^p'n 1 • b 
.jCJ Jl 


hat man unstetige und die Raudbodingungon nicht erfiillende 
Funktionen you | nach don Kigenfunktiotien (pn^ entwickelt, and 
folgert daraus wiederum win in § 30, daB jede mit ihren crsten 
beidcn Ableitungen im (J rundgcbiote stuc^kweiBe stetige 
Funktion nach don Kigenfunktionon entwickelt werden 
kann. 
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§ 32. 

Integralgleichungen und Besselsche Funktionen. 


Beim Problem dee schwingendon HoileH (§ 10) and hoi audercn 
Problemen der niathomatischen Phynik tritt das SyHtom der Funk- 
tionen Jm{Qx) auf, wobei m cine nicht negative gaii/,e oder ge- 
brocbene Zabl bedeutet, Jm-t' tlaa an der Stelh* ,r ~ 0 von Loga- 
ritbmen und negativen I’otenzen von .c froio Integral der (Jleiehung 

I ;a//' F (•''** — »«“)'/ 0 

ist, und die Zalilen (> durch cine (ilei<’liung von der Form 


definiert sind, in der durch 11 eino Konatantc* bezeielmet wird, 
die nicht negativ ist; letztero kann aueh den \V(*rt do annelimen, 
so daB die Werte q die Wurzeln der (Hoiehimg 

pf tji Q ( I 

sind. F;s handolt sich bei den orwillinten Probleiiion daruni, oine 
auf der Streckc von a; = 0 bis .r . 1 willkitrlieh gogebene Funk- 
tion nacdi den GrciBou zu entwickidn, bei denon man sie.h, 

da pfmX das Produkt aus a;”* und einer goraden Funktion v<m ./■ ist, 
auf die positiven Werte von p beschranken kann. 

Das System diescr Funktionen ist dem Stnnn-ldouville- 
schen verwandt, was besondera klar wird, woim wir dio (JriiBen 


y 1“ f/,„ (p jc ) 

betrachten, die von Logarithinen und negativen Potfuizen von .r 
freie Integrals der Gleicliung 


dx 




0, 


i 


sind und die Grenzbedingung 

(0 


erfullen. Diese Differentialgleiahung filllt untcir cleti you Sturm 
und Liouville betracliteten Typue mit dar McKlitikatioii, dalJ fiir 
die in der allgemeinen Theorie durch k uml 1 kr/duhiiatcm (h'tilJen 
die Gleiohungen 

gelten. Trotz dieser Singularitaten erkannt man die Cirulicn 
als zueinander orthogonal, indera man zwcii v(»ri ihnen 


§ 32 . 


Sturm-Liouvillesclie Theorie. 


123 


durcli Vr und Fn bezeichnet und aus den zugehorigen Differen- 
tialgleicluingen nach der oft gebrauchten Methode die Formel 


4x(r, f;- f, f;;)|J + j VrV„d:r = o 

0 


ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle 
^ = 0 wegen des Faktors x vei’schwindet. 

DaC ferner die GroJBen Eigenwerte eiries symmetriscliei) 

Kernes sind, ersiebt man durch Entwicklungeii, die den in § 27 
durchgefiihrten sehr ahnlicli sind. Abgesehen von dem als aus- 
geartet anzusclienden Fallo m == H — 0 ist der Kern das von 
Logaritlimen iind negativen Potenzen von x freie Integral der 
Gleichung 



das an der Stelle x — l die Randbedingung (1) erflillt und an 
der Stelle x ~ | gemafi der Gleichung 




= 4xK'{x, I) 


singular wird. 

Diese Kerne lassen aich darstellon. 
u den echten der beiden Briicbe 


I + 0 

Bezeichnet man durch 


.r $ 

r a*’ 

so erhalt man fur m r= 0 die Gleichung 


(3) 


A^Cr,|) = 


1 

2// 



w ’ 


fiir 1)1 > 0 allgemein 

I 

(4) -- 4,„ 1«" “ (icS)M 


in 

2 "I* A ) 


also Ausdriicko, die offonbar aucli fiir den Fall // =-= oo oinon 
bestimmten Sinn behalten; bei der Annahme m 0 karm auch 
// = 0 gesetzt wcrden. 

Nimmt man in diesen Auadriicken fiir die ganzo Strocke von 
bis I den Wert 


u 


i 

„ ’ 
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SO stollen sio das bis auf oineii koBstanton Faktor bostininite 
Integral der Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt 
und an der Stelle a; = 1 die Randbedingung erfiillt. Dieses Inte- 
gral entbalt an der Stelle x = Q negative Potenzen oder Loga- 
rithmen. Sollen also diese Singularitaten bei einem die Rand- 
bedingung erfiillenden Integral der Gleichung (2) ausgeschlossen 
seioi so muB dieses identisch versch-winden. 

In dem ausgearteten Falle »» = H = 0 sucbt man nach dem 
in § 27 gegebenen Ansatz das an der Stelle a; = 0 von Logarithmen 
freie Integral der Gleichung 



das im iibrigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitshedingungen 
erfullt wie die bisher betrachteten Kerne, und findet 


I) = 


« + I 

4 


1 , xi 


8 ’ 


wobei die additive Konstante so bestimmt ist, daJB die GleichuBg 
1 

^K{x^l^)dx — 0 
0 

gilt. 

Diese Kerne sind an der Stelle x — ^ ^ unendlich oder 

in gewissem Sinne unbestimmt; wir stellen aber fest, daB sie zu 
den brauchbar nnstetigen Kernen geboren. 

In den Braucbbarkeitsbedingnngen des § 19 wird verlangt, 
dab ein einfaches oder ein Doppelintegral, unter welcbena der 
Kern einmal oder zweimal als Faktor vorkommt, stetige Funktion 
eines im Integranden stetig vorkommenden Parameters sei und 
daB die Integration en vertauscht werden diirfen. Da nun der Kern 
a) nur an der Stelle a? = a = 0 singular ist, so kann man 
von den Gebieten der einfachen oder doppelten Integration ein be~ 
liebig wenig ausgedekntes Teilgebiet so abscheiden, daB auBerhalb 
desselben alle betrachteten Integranden stetig bleiben. Dann 
sind die iiber die Restgebiete erstreckten Integrals in der ge- 
wiinschten Weise stetig und lassen die Vertauschung der Inte- 
grationen zu. Dasselbe laBt sich von den iiber die vollen Grund- 
gebiete erstreckten Integralen dann sagen, wenn der Wert der 
iib^ das kleine Teilgebiet erstreckten Integrals beliebig herab- 
gedriickt werden kann. Das ist bei dem Kern (3) daraus er- 
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sichtlich, daC die Unendlichkeit des Kerns K{a^x) nur dadurch 
zustaude kommt, daJB er einen der Werte 
1 1 , 1 1 , 

22 - 8 * 08 “- 2 ®- 8 ‘ 08 * 

annimmt, die an der Stelle a — x — 0 unendlich werden. Nun 
kann aber jedes Integral von der Form 

(5) j /’(w, x) (log dec, I j f(a, x) (log (log xj^ d cc d x, 

in welchem /'(oi, x) stetig ist, abgescliatzt werden, indem man als 
Integrationsgebiete die Strecke oder das Quadrat 

(G) 0 ^ 06 ^ a, 0 ^ X ^ a 

nimmt, was in iinsereni Falle die ol)en erwiilinten kleinen Teil~ 
gebiete sein konnten. Dio Integralo (5) sind bei jeder Integrations- 
folge kleiner als die Integrale 

a a 

9 j (log oX £^11 (log «)'‘ (log a;)'* d k d ;r, 

0 0 0 

in denen // eine obere Schranke der Werte |/ (o6, 6^)| ist, und die 
offenbar niit a unendlich abnehmen. 

Bei doin Kern (4) liegt die Bache noch otwas cinfaclier, 
indem er an der singuliiren Btcllo .r r r g ~ () nur unbestimmt 
innerhalb einor bestirnmten ondlicbeii Wertstre(;ke wird; sotzen 
wir X — C)^6‘<C I, so liaben wir 

I 

Inn /V(cg, t) • 

^0 4 m 

Die Grenzwerto i\(-fd, +0) liegen also auf der Strecke von 

0 bis • Daraus folgt aber sofort, dab die Tiber die Toil- 

gebiete (6) erstre(;kt(m Integrale von der Form dorer, die bei 
den Braucbbark(utsbc3dingungen des S 1«^ auftreten, mit a ver- 
stdiwinden; a.uch die Kerne (4) sind brauchbar. 

lliernach. sind die Siltze des dritten Abschnitts, soweit sie 
nkdit ausdriickli(di auf stetige Kerne oingeschriinkt sind, auf die 
Integralgleiithungen der Bessel schen Funktionon anwendbar; 
insbesondere gilt dies von § 22, nach welchom eine zu alien 
Kigonfnnktionen orthogonale, auf dem Grundgobict stetige Fiudction 
aucdi zu dem Kern orthogonal ist. Nun gibt aber, wenn 

1 

J^'x J /{ (x, a) f(4 . (I a 

0 
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gesetzt wird, eine leichte Rechnung 

2Fx = - fx\ 

verschwindet also Fx identisch, so daC f x zu dem Kern K{x^ 
orthogonal ist, so muB auch /rr identisch verschwinden. Der Satz 
des §22 gibt also die Folgerung, dafi eine im Grundgebiet 
stetige Funktion fx identisch verschwindet, wenn sie zu 
alien Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn alle 
Gleichungen 

1 

jfx.Jm (V^i x)dx = Oj ^ = 1, 2 . . . 

0 

gelten. 

Wesentlich anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk- 
tionen miiB bei den Besselschen die bilineare Formel abgeleitet 
werden, da der Mercersche Satz an stetige Kerne gebunden ist. 

Es ist bekannt, dab die Funktion J^x fiir grobe reelle Argu- 
mente asymptotisch durch den Ausdruck 



dargestellt wird. Daraus ersieht man leicht, dab die oberhalb 
einer gewissen Grenze liegenden Wurzeln der Gleicbung 

Q JmQ S-tTfnQ = 0 

im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte 
In wesentlich wie die Quadrate der natiirlichen Zahlen fort- 
schreiten, so dab die Reihe 

Xn 

konvergiert. Aber anderseits zeigt die angefiihrte asymptotische 
Darstellung, dab 

1 1 

C^) = — 

0 0 ^ 

gesetzt werden kann, wobei W zwischen von q uuabhangigen, end- 
liehen und positiven Grenzen liegt; die normierten Eigenfunktionen 
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bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen 
von n unabbangigen Grenzen, so daB die bilineare Reihe 

(pnV 

nicht in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm - 
Liouvilleschen Funktionen. 

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von daB ^xJ^x 
zwischen endli(Aen Schranken liegt; man kann daher setzen, 
indem man fiir x schreibt, 

4 4 ^ Uf 

V 9 V ? (p V 0 nJra{Qi^)= ■ 

y? 

Sobald daher die GroBe § liber einer beliebig klein festgelegten 
positive!! GroBe s verbleibt, kann man aiich 

^4.(9 Vl) -= J 

VP 

setzen, initliin nacli (Y) 

A O •• J s 

^ 0 

untl da die GroBe J, a (p ] x ) jetlcnfalls zwischen endli(‘.lien von x und 
() unabhiingigen Schranken bleibt, folgt 


g)nX W.] 


qhiX.q>nS 

X,^ (> *’ 

Unter der jetzt gelteiiden Voraussetzung 
( 8 ) 

konvergiert also die bilineare Reihe boziiglich der Variablen x 
gleichmiiBig; da ferner bei dieser Annahme /i(x,i) endlich ist, 
kann die Reihe i^oo 

ir 

mit einer stetigen Fuuktion von x multipliziert von 0 bis 1 nach 
X gliedweiso integriert werden. Offenbar findet iiian so z. R: 

1 

J ''iK'A ^)-(p«i^'--dx — 0; 

0 

nach dem obon erhaltenon Satzo folgt also fiir das Grundgebiet 


1 , 


<>0,0- 0, 

>uiter der Aiuiahme (8). 
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Jetzt zeigt der allgemein auch fiir braucJibar uiistetige Kerne 
giiltige Satz des § 22, dafi eine (luellenmabige Fuuktiou 

\k(x., -r- Ft 

0 

auf die Fouriersche Weise iiach der Formel 


Ft 



fx . X . d x 


entwickelt werden kanii. 

Unter welebeu Bedinguiigon aber eiue Fuuktiou <I>j' (luelleu- 
miifiig dargestellt werdeu kaun, sieht man leicht uach dor iu 
§ 27 gebraucbten Methode. 

Zunacbst findet man niimlieli, wie schon obeu erwiihut wurde, 
durcb leichte Kechnuug 

ilFx = - fx] 


ist sodann <]>x eiue Funktiou luit atetiger erater uiul stiickwciao 
stetiger zweiter Ableitung, die die llaiidbodinguiiig dor Figeu- 
funktioueu erfiillt, und setzt man 


dx 




X 


- Mtpx 




so ist fx im Falle m > 0 an dor Stello x 0 mir dann aichor 

endlich, wenu ^ 

(Pa; 

Inn 

a! 


endlich ist. Setzon wir dies voraus, so ist F 0 nine die Uand- 
bedingung erfullonde Losung der (ileichung 

deren erste Ableitung stetig ist. Eiue solche mud idontistdi vor- 
sohwiiiden; die letzte Gleichung ist ja mit der duroh (2) bozoicli- 
neten identisch. Die DifEerenz F — 0 verschwindot also idoiitisch, 
und damit ist die Funktion 0 quelleninadig dargestellt; die Argu- 
mentation braucht in dem ausgearteten Falle nur unwesentlich 
modifiziert zu werden. 

Hiermit ist gezeigt, dafi eine Funktion von den fiir 0x vor- 
ausgesetzten Eigenschaften auf die Fouriersche Weise entwickelt 
werden kann, einschliefilich der Stello x 0. Ist nun zunao.hst 
m>0, so enthalten die Eigenfunktionen den vorschwindendoii 
Faktor die Darstellung von 0x bleibt also an dor Htelle 
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X = 0 giiltig, wie .es die allgemeine Theorie aussagt, da ^0 ver- 
schwindet. Wenn aber m = 0 ist, braucht dies nicht angenommen 
zu werden. 

Aus der oben benutzten Gleichung 


folgt iibrigens offenbar 

a) 


IJf 

"ip 

V^> 


und wenn die Grofien a iind b dem Grundgebiet angehoren, 

h h b 


fa . r/;„ ( (> y r/ ) d a — fa • ^ 

• 1/ /■ 


ip 

V(> 


W 
i Q 


^da ^ 

i Va ^ 


W 

9 


wobei die GrbCe a und h aucb in die Gi’enzen 0 und 1 hiiiein- 
riicken dilrfen, die Scliranken des Symbols IF abor von a und h 
unabbiingig sind. Da ferner die Grofie zwischen zwei 

von Q und x unabbiingigen endlicben Grenzen liegt, so erbalt 
man aus der Formel (7) die Gleichung 


9n a- 


<jp,i « . ftt . (I « 


1 1 

^ Jn, ( y y .r ) I j J y . j’ y' 


a ]-d a 




Die nach n galnldeto Sununo (iieser (Jnihon konvergiertalso gleich- 
maCig beziiglich der Variablon x und ist auf deni Grundgebiet 
mit EinschluIJ dos Wertos x — 0 stetig. Ilionnit bestiitigt sich 
wiederuxn, wan die allgeineine Theoido voraussagt. 

Uin ferner Siitze fiber die Darstellung iinstetigor oder mit 
unstetiger Aiileituxig verselunuu' Kunktioium zu orhalien, beiraiditen 
wir wie in § 30 die bilinoare. Formed als Fouriorsedie Fntwmklung 
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ebenso die (lurch 
Differentiation erhaltonen als Darstcdlung unstetiger Funktionen. 
Die notigen Konvergenzedgonsehaftcm iindet man wio in § 30 aus 
dor asyrnptotisclien Darstellung der Kigenfunktionen. 

Man iindet nun bei der Annahme aO* 5 Fade m - 0: 

I 




4 ./’ 


Ivrn^Hor, Iu(i'nnilgloitOiunf.?HU. 2. Aiitl. 
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und im Falle m > 0 




m ^ 

4 + -H) ’ 


also entsprechend beiden Fallen: 

= ^'( 1 , 1 ) = [- 1 + 

und diese GroBen erfiillen als Funktionen von | die auf die Stelle 
1=1 tezugliclie Eandbedingung offenbar nicht. 

Hieraus scbliedt man nach der Methode des § 5, indem man 
den Ausdruck ^ ^ 

= ^x-^'^ayK{x, f^) + x) + cK’{l, x) 

V V 

betrachtet, dab eine Funktion Fx nach den Eigenfunk- 
tionen eines der betrachteten Systeme entwickelt werdeii 
kann, wenn sie mit ihren ersten beiden Ableitungen im 
Grundgebiet stiickweise stetig ist, und im Falle m > 0 
einen endlichen Grenzwert des Verhaltnisses Fxjx an 
der Stelle x = ^ ergibt. Eine solche Funktion kann namlich 
immer in die Form ^x gebracht werden, wobei 0x die oben 
geforderten Eigenschaften besitzt. 

Nach der Methode des § 30 folgt endlich, wenn fx im Grund- 
gebiet stetig ist, die Abgeschlossenheitsbeziehung 


0 





§ 

Die Legendreschen Polynome. 

Die meehanische Bedeutung der Legendreschen Polynome ist 
schon in den §§ 10 und 16 erortert. Dieselben ergeben sich als 
Lbsungen der Aufgabe, in der Gleichung 



die Konstante X so zu bestimmen, daJS ein auf der ganzen Strecke 
von X — — 1 bisa?=:-("l endliches Integral mit endlicher Ab- 
leitung vorhanden ist. Sind und irgend zwei solcher Werte 
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38 . 


unci @2 die zugeiiorigen endlichen Integrale, so findet man 
immittelbar: 




d 

dx 


+ 1 


(1 


d (")i 

^Tx 


' X 

d®^\ l + > 

d X 


®x "J) j_^ + (^2 - ^i) I ®x®,dx 


- 0, 

-0, 


woraus, wenn und verschieden sind, die Gleicliung 


+ 1 


0^ d X =rr 0 


folgt. Nimrat man also die Strecke von x — 1 bis x = + 1 
als Gruiulgebiet, so sind die zu vcrscbicdenen der gesucliten 
Werte X gehorigeu endlichen Integrale der Gleichung (1) zu 
einander orthogonal. 

Nun lassen sich gewisae der gesuchten Werte von X leicht 
angeben, die Werte 0 und n(n+l) namlich, wenn n wieder 
eine positive gauze Zahl bedeutet, und die zugehorigen Losungen 
0 sind die Lcgendreschen Polynome 


Po .C 


I, FnX 


1 

2''nl dxx 


- 1)"]- 


Zu jodcin dioser Werte X gehdrt koine andoro Funktion 0, wail, 
wie man leicht sit3lit, JcmIoh von vorschiedene Integral der 

Gleichung . 

^ (I -- + ’‘(>‘4 •)?/ 


dx 


an den Stellcn .r — f 1 nnendlich wird. Hatte also die Glei- 
chung (1) aufier den Legendreschen Polynomen noch eino Losung 
0 von der gewilnschten Heseliaffenheit, so niuBte sic zu alien 
Funktioneu orthogonal sein: 

4 I ■\ I 

(2) J 0dx — j J\^x,0dx - 0. 

■ - 1 1 

Hioraus liiBt sich aber ableiten, daB 0 identisch verschwinden 
miUJte. I lurch die Polynome sich niimlich, da sie 

alio von vorschicHlcmein Grade sind, jede ganze positive Potenz 
von r, mithin jedes l^olynom des ArgvunentH x linear aiisdriicken, 
und da nach oiucm beriihrnten Theorem von Weierstrass jede 
stetige Funktion von x in einem endlichen Intervall (lurch ein 

9* 
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Poljnom mit beHebig hobem Grade der Annaherung dargestellt 
werden kann, gibt es ein lineares Aggregat von Legendre schen 

PolTBomen, etwa 

ijj X = ao CLiPiX a2P2^ h Pm ■ 

von der Bescbaffenheit, dad auf dem ganzen Grundgebiet d. h. 
der Strecke 

die Ungleichung 

(3) \0^‘llJx\<£ 

gilt, wobei s beliebig klein gegeben sei. Dann findet man 
+ 1 -{-1 +1 
j 0^dx = ^&'ilJx.dx + ^&{S — too)dx, 

—1 —1 —1 

nnd bier verschwindet recbts das erste Integral, da 0 zu alien 
Legendreseben Polynomen orthogonal ist. Die resultierende 
Gleicbung +i +i 

j 0^dx =j0(0--xljx)dx^ 

-1 —1 

kann aber der Ungleicbnng (3) zufolge nur besteben, wenn & 
auf dem Grundgebiet identisob yersobwindet. 

Damit ist gezeigt, daB die Werte ^ = 0, n (n 4- 1) 

Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleicbung (1) ge- 
kniipften Randwertproblem zu Losungen der gesuebten Art, eben 
den Legendreseben Polynomen fiibren. Sodann ergibt sicb aus 
der durcbgefiihrten Argumentation, die nur yon der Gleicbung (2) 
Gebraueb maebt, daB jede auf dem Grundgebiet stetige 
Funktion, die zu alien Legendreseben Polynomen ortho- 
gonal ist, identisob yersebwindet. 

Die Funktionen P^x sind nun sebon in § 16 als Eigen- 
funktionen eines symmetriseben Kerns dargestellt; ibre dyna- 
misebe Bedeutung fiibrte dazu, den Kern folgendermaBen zu 
definieren: 


(^) 


a; <1, K(x,^) — — f log[(l — a:) (1 -1- |)] — | + log 2, 
aj > I, A (a:, I) = - 1 log [(1 + a;) (1 - 1)] - 1 + log 2. 
Damn bestehen die Gleichungen 

dx 2 


0 , 


E'{x,^){l-x^) 


s + 


“= 1 , {K{x,l)dc 

0 A 


0 , 
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und die GroUeu J5r(l, |), Z(— 1, |) sind endlich. Hieraiis folgt, 
indem wir die Differentialgleichung (4) mit Pn multiplizieren 
und von der mit K(x^^) multiplizierten Gleichung (1) sub- 
trahieren, in gewohnter Weise 

+ 1 

Fn I ™ n (n -f 1) j P„ X . K (r-t*, |) d x. 

—1 


Die normierten Eigenfunktionen sind 
(p,,x —^n + I FnX, 

da durch leichte partielle Integration die Formal 

.f 1 + 1 



■1 — 1 
+ 1 


-^1 

abgeleitet werden kann. 

Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stellen x ■— | — j i 
uncndlieh, aber leicht als braucbbar im Sinne des ^ nachzu- 
weisen. Wir wollen aber bier oinmal niclit die allgemeino Theorie, 
sondcru'di(^ bosondcrGn Eigonscbaften der betrachteten G( 3 bilde 
zugrandc legen. Wir gohen davon aus, daB, wenu fx auf doin 
Grundgebiet stiirkweise stetig ist, die GriiCe 

+ 1 

F.f - I K(;r,K)fa.<lK 

— I 

offenbar eiiie stetigo Funktion von .r iat. Vcraucht man diese, 
also eine qnelhmmiKiig dargostellte Funktion von .r, nach den 
Eigenfunktionen rein formal zu entwickoln, so erluLlt man die Keiiio 


4- 1 


I 1 


Ji 


■^q>n.r 


fa. gin rz. riot, 


sobald gezeigt ist, dal5 in dem Integral 


i' I f I ^ 1 

J Fa . (pJ^ a. da - [* gi,, a.da ^ K (a^ ji) f(i . d ji 


die Kcihonfolge der Integrationen geiindert werden darf. Das 
ist sicker, wenn man die unteren Intogrationsgrenzen durcli 
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— 1 + a, die oberen durch 1 — f ersetzt und untor / (tine be- 
liebig Heine positive GroCe versteht. Die hionnit woggol!iSH(!neB 
Teile des Integrationsgebiets gebon alxn- zu deni Integral eineii 
mit £ verschwindenden Beitrag, gleichviel in welcher Roihenfolge 
man integriert. Dies orsioht man unmittelhar aus dem expliziteii 
Ausdruck K{r, und daraus, dab daa Integral 


J 9) « . log a . d H 


mit £ verschwindet, wonn qxx eiuo im hitegrationsgobiet .stetigi 
Funktion bedeutet. Damit ist die (ileichung 


+ 1 


(-1 


n 


(5) Fa.cpnOi.da - -- j/’^.d/il|A'(oi, /i)</>,,a. 


da 


I r 


A„ 


/ /i - P 


-1 -I —1 1 

erwiesen; ersetzt man 91,, 05 durch I, so tindet man 

f I 

(6) [ Fa. da l>. 


Die Reihe li ist nun leicht ala im Gnuulgehiet gleiehmiibi(, 
konvergent nacbzuweisen. Zu diesem Zweek g«ln>n wir von dei 
Laplacescben Formol 


und der Identitiit 


FhX = ^ I t 1 vma Y d a 


( 7 ) 


F'„x 


na‘ P„a ~- n P„ , 


1 — .rs 

aus; diese Formoln zoigen, dab diis GriiBen 

p (I 


( 8 ) 


im Grundgebiet zwischen festea'vou n unabli&ngigon emiliciiei 
Grenzen liegen. 

Ist nun dio Funktion fs auf dar Btracka fcni x * a bit 
X = h stetig und' hat sie im ganzen Grunclgebiet eiiie stilakweiHi 

stetige Ableitung, so kann man seteen: 


« h 

]/■»■ ;'„K1 


m a f4 


(1 — a2)/'«.P;( 


n (n + 1) 


6-0 


a 4 * 0 w (ti 


ft 


' a*) Fn m.dti 
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Diese Gleicliung zeigt wegen cler abgeleiteten Eigenschaft der 
GroCen (8), da.6 die GroJSe 

+ 1 

n j a . fa . d a 


zwischen endlichen von n unabhiingigen Grenzen liegt. 
folgt weiter, dafi man 

+ 1 -1-1 


(p 


- Pna.fa. 


d a 


(n 

n (n -f* 1) 



— 1 


“1 


Daraus 

W 


setzen kann, wobei W zwischen endlichen von n unabliangigen 
Grenzen liegt. Dainit ist die Reihe It als gleichmafiig kon- 
vergent erwieseri. 

Hieraiis folgen auf Grund der Gleicliung (5) die Bezieliiiiigen 
+ 1 

j (PnOC- [P 06 — I'a I d a -■= 0; 

—1 

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen 

+ 1 

J p,i a. da = 0 

— 1 

ergibt, so folgt auf Grund der Gleichuiig (f>) 

H-l 

j* I It a — Fa \d a = 0. 

Die Differcnz 11 — F ist also zu alien Eigenfunktionen ./*, 
und zur Konstanton orthogonal, also Null: 


Fx 


h '' 

-2 


/r r 

K J 


1 1 

fa.cpnC^^da 


i I 


(p„a 


, d a. 


Dainit ist gezeigt, daU die in der Form Fx darstellbaren 
Funktioncu sicli in cine auf dem Grundgebiet gleichinafiig konver- 
gente Keiho nach den Ijegendroschen Polynomen I\x^ 
entwickeln lasaen. 

Urn dies Resultat in eine brauchbare Form zu bringen, 
nehmen wir an, die h'unktiou 0x sei im Grundgebiet mit ihren 
ersten Ableitungen stetig, habc eine stuckweise stetige zweite und 
dritte Ableitung und erfiille die Gleicliung 
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setzt man dann 




so liat diese GroBe die soeben von fx verlangte Beschaffenheit. 
Bildet man mit ibr die GroBe Fx, so findet man leicbt 


+1 

(10) ^ {(1 — [®' x — F'x\] = 0, j (<5 a — Fk) da = 0, 

— 1 

und die Differenz ^ — F ist eine mit ihrer ersten Ableitung 
im Grnndgebiet stetige Losung der Gleichung 



Sie muB also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei- 
chung (10) den Wert 0 hat. Das heiBt: eine Funktion ist 
qnellenm^ig darstellbar mit einer Funktion fx, deren Ableitung 
von X =z — 1 bis = -t- 1 stiickweise stetig ist. 

Da endlich die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, erfiillt 
werden kann, indem man die Funktion um eine Konstante 
vermehrt, so sieht man, daB jede Funktion 9x, die im Grund- 
gebiet mit ihrer ersten Ableitung stetig ist und stuck- 
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung 
besitzt, in eine Reihe von der Form 


ao + ai Pi a; +■ ag Pa ^ . 

entwickelt werden kann, die im Grundgebiet gleich 
maBig konvergiert. 


§34. 

Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen. 


Aus dem erhaltenen Entwicklungssatze kann die bilineare 
Formel i^„ ^ ^ 

X(x = "V 9nX.(pny __ ^ {n ■^\)FnX, Fn ij 


abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen 
Darstellung Gebrauch macht: 


(I) P. (COS 9) = { cos [(.+}) 9 - I] + .?] . 

In dieser bedeutet 6 einen Winkel, fiir den |8in0| iiber einer 
festen Grenze g bleibt, und W eine GrdCe, die zwischien festen, 



§ 34 . 


Sturm-Liou V illosche Theorie. 


137 


von n unabhiingigen Schranken liegt, sobald die GroJBe g fest- 
gelegt.isi Setzen wir y — cosW, so bleibt dieser Wert um ein 
festes Stlick von + 1 1 entfernt, das aber mit g beliebig 

klein gemacht werden kanr. Diese asymptotische Darstellung 
ergibt sicli als Sonderfall der in § 29 betrachteten, indem man 
fur die GroBen 

n 

. 


S -- |/ sin 0 Fn (cos 0)^ 
die Differeiitialgleicbung 




d^S 


+ 


^ 4 cos- It J 


S 


eiiuilt, u f I durcli q crsetzt und das Grmidgebiet von n = 0 bis 
it = - ’ li erstrockt, wobei £ einc beliebig kleine positive Grb.l5e 

Ji 

bedeutet; man bat nur nock die Werto von 8 nud dSjdu an der 
Stelle u 0, cos 0 — 0 m bostimmen und ku beaebten. 

Die Formel (1) ergibt nun, da die Grbfien P„ im Grund- 
gebiete zwischen gewissen von n unabhangigen Grenzen liegen, 
unmittelbar: (« +■)/',;,. ^ ^F _ 

n(^n 4 ' 1 ) ’ 

die biliiienro Ucilie konvergiert also unter der bezuglich der 
GrdlJo y aufgcstellten Voraussotzung gleichmilBig, wobei die 
GroBo X das ganz(^. Grundgebiot durchlaufen darf. Mnn kaiin 
dalier die Ileihen 

V (4 ', !/) - A' (,r, //) 'O , 


P 


,x. 


K (,r, if) 


^ g)nJ-.q>n'!/ 


nacli X iU)er das Grundgebiet gliedweise iutogrieren xind erlullt 
auf Grund dor goltendeu Integralgleichung 

I' I 

f !/) <»->'■ (i->' <>■ 

1 

Da, feruer aucli die Gleicliungeu 

+ 1 \ I 

J K {x^ y)dx “ - J FtiX^dx 0 


i I 


gelten, so folgt 
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-ilog[(l-,r)(l-Kv)i-^< 

1 '“K “ 

li 


-|log|(l + .r)(l — i/)l — 

1 log 2 


Die GroiSe Q ist also zii alien Legeiuiresclien Folynomen 
und zur Konstanten orthogonal, und nmfi inudi § :i:i identisch 
verscliwindon. Damit siiul die Forineln 


a {h ■! 1 ) 


I 1 ) 

zuuachst nnter dcr Vorausseteung bewic^sen, daU <lie (h'rdle y von 
-f 1 and — 1 nm ein endliclieH Stt’udi vtawdniHlen Ideibt, also fiir 
joden von 4” I and — I verschiedenen Wert von //, wahrcnnl .r 
das ganze Gnmdgehiet durchlaufen, also autdi die Whale f» l 
annehmen darf. Aus der Synnnetrit^ der erlud tenon Fornicdn l)e» 
ziiglich der GroBen x xmd y folgt daun, dalS aiudi y hn gaiizen 
(Jrundgebiet beliehig gewilhlt werdcni darf. 

Setzt man demgeinillJ y \ 1 nml lun'utdvHicditigt die* Glei- 

ctaugon . 

80 erlialt man die Forinehi: 


( 2 ) 


n ^ 


H {n 


1 ) 


Die bilineare Formel kann als Kntwii’khaig einer Fiinktion, 
deren Ableitung unstetig ist, naeh den Higenfunktioinni aufgefiilit 
Worden. Daraus schlieCt man nach der schon vialfacvh gfibriiinditeii 
Methode,^ daC in dersolben WeiHO aueh eim^ Ftuiktion zu ent- 
wickeln ist, deren erste Ableitung eino btdicddgci cnidlicln^ An- 
zahl von Unstetigkeiten aufweist, z, li eino Funktion, die geo- 
metrisch durcli eine polygonale Liriie dargosttdlt wird, Kach dor 
in § 6 benutzten Methode erschlioBt man hierauH <lie (iloicdmng 

t 2 «;:, 

«-! n 

in der foe eine beliebige stetige Funktion bedoutet uinl gesid/zt ist 


Uq 


I 


+ j 


«« 


Vn'-f 


J. I f ^ «• 
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Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, nocli einen 
Schritt weiter geben und die Gleichung 

dK(x, a\) _ < p'nX .(p„Xi 

d X A, I 

71 

beweisen. Aixs der Formel (1) und der Identitiit (7) des § 33 
lindet man namlich, wenn 

os — cos 0^ Xi — cos 0i 

gesetzt wird, und W dieselbe Bedeutung wie oben bat, 

q)nX,(pnX:i 


(H) 


— 2 cos (I 

n 7C sin^ i) Vsin 0 sin fb 
0 


n 


TTsin^fiysinOsinOi 



cos 

0' + D«i- J.| 


cos 

(w + i) di — 


vPi 
n I 
W\ 


== ^ sin w ((j 4“ ^b) + ^ sin n {() — Oi) -f* ^ cos n (6/ -f (li) 


1- — Oi) + 


w 


wol)ei yl, ./>, J) von n unabbangig siiid und zwistdien fostcn 
von (I und (1^ xmabhiuigigcn (ironzen liegeii, sobald die GrdlJeu 
/i, fbi ^ ^ — ^b bbcr beliobig kleiri iixiertcn positiven 

Grenzen verbleibon. 

Nun konvergieren die Keihon 

sin n u ^ c-os n u 
n ’ n 

n n 

bckaimtlich gleichmiUJig uutor dor V(»rau88otaung 
e <; n •< ‘Itir — r, , 

wciiu r, und r, beliobig kleino positive Werte siud; andersoits 
sind die Winkol /J uiid d, in (>i-enzen von der Form c und sr — ri 
eingesohloHsou, so dab eiiio Beziehuug von dor Form 

a 0 "f” d] 2 7t — Cj 

gilt. Setzon wir daher noch fest, dali |a‘, — a^| und damit J) — dji 
uber eiiier fosten, beliebig kloinen positiven Gronze bleibt, so hat 
man aucli eiue IJoziehung von der Form 

<" <C — <h\ < 2zr — Cl, 
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und jetzt koiivergicren die Keihon 

-^-1 sin cttH )( ! I^^) 

xLJ 

n » 


2 




('os It ti ^ ) 

^ mu rn tJ 

u 


gleichmaCig. Mithin gilt, wio dio (ileichimg ( 3 ) /.(>igt, 


von der Ileilio 
unter der Annahiuo 


c/ ,j.r . (/ ;, j’l 

,dLJ 


daasolh 


- ■ 1 1 £ <, a.' I £, 1 t ti ■ , 1 'i' -'i •'■ ■ f 

■wobei £, £i und £* boliebig kleine iKmitivt^ (in’ilb-ii sind. 

Damit ist die (lleichuug 

()/v(,r,;r,) ■ <l « ‘ i 

dx J A„ 

a 


erwiesen; explizite hat nie tolKc-^nde Forniaii. I’Tu* x ■ j\ tn’hiilt laa 

n a * . , I I 


fill: X > I’l 


■’ N"* ' ’’ V P r 

2(1 -■-■.r) I 1) ■ "■ ^ 


1 


1 H I 


- I . p 

2(i + *^0 t n 


Die rechts erhalteno Reihe Btellt alHii tnnti Fiiiiktia 

von Wi dar, die an dor Stollo j\ j' oiuon Spriniic naiclit goinii 

der Gleiclning 

«»-«)-/■(.. I «) ,, 

Hioraus crsioht man uach der in § a uiigewnndten Methoi 
leicbt, daC jede Funktion, <Ue mit ihreu erslttn drei A 1 
leitungen auf dem Grundgebit'to Mtiickweise Htetig Ih 
iiach den Legendreschen I'olynomen cniwickelt werde 
kann. 


Flinftor Abschnitt. 


Wilrmeleitimg imd Schwiiigimgen in (lebieten von zwei 
Oder drei Diniensionen. 

§ H5. 

Die Poissonsche Qleichung. 

Wir bezeiclinen wie friiber eino Fuiiktiou als stiickweise 
stetig in einem 2 :wei- oder dreidimensionalen Gebiete, werm dieses 
in eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerfallt, inncrhalb deren 
die Funktion stetig ist, wahrend sie bestixnmten Grenzwerten 
zustrebt, wenn man sich den die Teilgebieto trennondeu Linien 
naiiert. Sagon wir, eino Funktion sei niit ilircn Ableitiingen 
stiickweise atc^tig, so ist dies so zu veratohon, dab die Ableitungen 
im Innera d(jr Teilgebicdo existieron mid in deniscdbtni Sinne wie 
die Funktion stetig sind; in den 'rrennungslinien selbst wird die 
Funktion, weil unstetig, k(une eindeutig delinierten Ableitungen 
besitzen. 

Wir bezeicbnen ferner in dicsorn Abschnitt die Stellen eines 
Gebietes durch 0, I, 2, die Klomente des Ilaumes, der Fliiche 
und dor Linie seien dt^ ds^ dl. Diose, wie uberhaupt die waiter 
eingefiihrten von cinor odor rnehreren Stellen abhilngigen GroCen 
werdcnii init doin Zeiger chu' Stella oder dor Sbdlen verseben, auf 
di(i sie sich boziclnm, bo dalJ z. Ik die Kntfernung der Stellen 
0 und 1, dti das Element, in welcheni die vStelle 1 liegt, f l den 
Wert der hunktion f in der Stelle 1 bedcutot usf. Der Zeiger 0 
soil, wo keine Zweideutigkeit entsteht, weggelassen werden, so 
dab (/r, ds immar Elemente aind, die die jeweils betracbtete 
Stelle 0 entbalien. 

Irgeud (‘in Gebiot von zwei oder droi Diniensionen wird als 
Grundgebiet bc^zeicbnot und festgebalten und auf dieses beziebe 
sich immor das unbestimmte Integralzeiclien. Das Integrations- 
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element zeigt dann duirli die Bezidelimuig iniiner an, wie’^ 
Dimensionen daa (hnnul^ehiet BeHitzt; ini en ehen, ho hezeichi 
wir es durcli (v uud die uingn*nz<*udi^ Linio thirrh liaudelt 
sicli iim ein Itaum^ehiet, so heilit dassidhe imd int die e 
sc.hlioliendo Oberfliiche. I>i(‘ aaf B unci o* beziiglielien (SroJ 
wolleii wir allgernoin iiberstreicdHuu Die Uren/dinien den (5rii 
gebietes imd der 'reilgiducd-t', die l)ei Htiic‘kweisi* Htetigfui Fu; 
tionen eingefi'dirt werden, seien imsnwent fnn von Singularitiit 
dalJ dioso (lebiett^ aln Integrationsgeldetn vi<dfaelu*r hdegr 
benutzt wcrdon kiinimn, 

Vielfae-h werden wir Potentiale von der 1‘orin 


[‘"''.Wi, .;.i 

J *^01 J ^lll 

zu botrachteii haben; sio bositzcn iliu {4«wulmlich in tier I’ot 
tialtboorio beimtztcii Kigetmcbaftcii, wt'im y im luU'gratioiiHgt'lii 
stetig iat uud stetigo Al)li!itiiug()n <srstt>r Urtlnung hosit/,f. I)i 
siml (lie I’otoutiaU>. und ilu'(» eraUm Abbutmigcii tin gaiiZ(!U Uai 
Oder iu der gaiizen F/Ik'U(( atotig und ihre Abbdtungcn kiiii 
gebildet worden, indism man daa DiffiTcntiaiionHzoiiditsn (i 
Integrandeu Giufiigt, z. B. woun a', ,//, « die rcclitwinkligen K( 
diuaten sind, 



Diese Eigeuschafton aind aclion g('Hi(dmrt, wean di(> lH(ditigktv 
mir als atetig vorauHgeaotzt wird. Hat. aio auch Ktntige (v 
Ableituiigeii, so oxistioroii die zwoitoa Ablcitungi'n dca Botont 
uud sind im Imuirn dcs mit Masse beb'gton (itddides sowk 
jedem von Masse froieii Gobiet stetig, so dali dio GriiUc 


I, I' I 


.. I'' 

'dJ'i 


(■» /-’ 
<>!ll 


('« /•' 


Oder auch, wenn FO -- F gesetzt wird, die (iriibo 


Jn i'' — 


i-i* F ()a F ( s F 

().(•» ('■(/■J ' fU-a 


gebildet werdeii kann und slotig ist. Dio GauHHiHobit hi teg 
transformation orbalt ilanu im liautno dio boriu 


1 


dr.JF 


'(IF 
d N 


(la, 
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§ 35 . 


wobei d(S das Element der Oberflache f?, N die auJSere Normale 
bedeutet. In der Ebene liat man abnlich 

Alle diese Eigenscliaften bleiben ofEenbar erhalten, wonn die 
GroJBo Q mit ibreii ersten Ableitungen im betracliteten Gebiete 
stiickweise stetig ist. Dann setzen sicli nnr die Potentiale aus 
einer endliclien Anzahl solcher, in denen die Dicbtigkeit mit 
ihren ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen. 

Das wicbtigste llilfsmittel unserer ferneren Untersiichungen 
ist nun die Toissonsche Formel: 

/ f A 

J f 01 

[^log 

Ist Q stiickweise stetig, so yerlieren die Gleichungen nur in den 
Unstetigkeitslinien ihren Sinn, nahort man sich aber diesen 
Linien, so streben beide Seiten dieser Gleichungen bestirnmten 
endliclien Grenzwerten zu, 

Weslialb gerade diese Formoln fiir die folgonden Unter- 
siichungen von Bedeutiing sind, orkennt man leicht, indein man 
das IGoment dcs das Potential darstollenden Integrals iiu Sinne 
der Theorie der Wiinneleitung doiitet. 

Ini llauine kann die Grobe 


in 


der K!)one die Grdbo 


1 

djrroi’ 

/ log ' 

2jr ^ Ti 


01 


nmltiplizicrt mit oiner boliebigen konstanton als die stationare 
Pcmperatur amgescdien werdeu, die cine an der Stelle I bofmd- 
liche Wiirmc(juolI(^ hervorruft; die Konstante (J nennen wir die 
Ergiebigk(ut der Quelle, Setzen wir C “ 1, so ist die Wiirme- 
menge, die im ersten Falle durch cine Kugel, iin zweiten durch 
einon Kreis vom Radius hindurchtritt, die oino oder andero 
dor (iroBen d 


dr, 
il 
d r, 


1 , 


' (\\ 

01 '(tl/ 


1 . 
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Funfi»’r Al'Holniiii 



§ 8 ^ 

nmltipliziert niit ('incr Koiistutitcii < 1 ck li-itfiidcu Mittfls. Dioselbi 
Wiiniieinoiige triU (lurch oitu* h(<licluK(' ficsclilcHHciic, die Quell, 
umschlicUoudc! Fliicho jv' odcr Kurvt^ die iilicniU fdctig ge 
kriiinmt soieii, and man orhiill so die <Uciclinti;4t'U 



Wir laason nun don I'nnkt. 1 dan (irundgtdiicl durchlaufe: 
und nehmen an, die dieaoK umHcddiclJcndf Fliic-lio ,v odor Kurve I 
liege innerhalb der Kliiclio lY odor Kurvo i''. In bt>id<ni Fiille 
orgibt sich, da p, von dor Stidlc n niclit abliiingt, 



Da nun in diosen Intograbui sictH von Null vi'i-Hciiiodcn bloib 
so kaim man die Integratioucn vuu'tiuiHchon. man dalu 

ontsprechend beidon FiiUon oiuo dor DUncImiigcn 


p, (/r, 
4ffroi’ 


/• 


'I'l'/'i 

2 ,t 



an, 80 dab U Funktion tbu’ Btollo 0 ist, so folgt 



t\' m t.' 


ih 


Daboi kann die (irdlie (I ullmlmv awfli aln aiigi'mdjc 

werden., die erhalten wird, weini diw gaiixa tUdiift 'If fhIit 'W in 
Warmequellen erfUUt iat, derail Hr^iabiglcint |i| tut; du^ rrhaliaii^ 
Gleichungen geben die Wlinnamange^ dia dundi aim' ila.H C^Hml 
gebiet umfassende Fliiche oilar Ktirvii liimhirrlit riit. 

Jetzt gebe die Flacha Htetig in die Fliialia i} iitiar, mi dii 
jeder Pimkt der ersteren mit «einar Ilialiintig S iilatig in nine 
Punkt der letzteren mit der %ug©h(>rigait iin!lf.*rini Xoriiialo ilba 
gebt. Wenn dann die (Jrdfia q mit iliran tn’stmi Aldaitungan h 
Grundgebiete stuckweiso stetig so gelit iiaali «laii oban a 
wahnten Sateen der Potentialtheorio die Ordlli* tll'fdS «tatig i 
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die auf der Fliiche 5} gebildete dCfJWW iiber, die ihrerseits eine 
stetige Funktion des Ortes ist; daraus folgt, dab der (Irenzubergang 


dU __ dJJ 
( IN ~~ dN 


auf der ganzen Fliiche ?i- gleichmafiig konvergiert, und dab daher 
die Gleichung C dU C 


lim 1 d. 


d I! 
''dN 




gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung 


lim d I 


dU 

'dN 




d'U 

(IN' 


und die Gleichungen (1) crgeben 

(2) == = - f 

Die Gaussische Integraltransformation lehrt nun 


^ \k (? (V 

hieraus Folgt nacli den Gleiolmngen (2) 

j . / 1 1 (It = -- - j () f / r, ^ . nhl s — ■ f {> d s. 

\)i 8t d (5- 

In dioson Glcdchungen kiinnen M und tS als beliebigo mit 
Masso erfullte Gebiete betrachtet werden, die umfassenden Massen- 
gebieten eingobettet sind; im Innern der Gebiete und (S yer- 
scliwindet J F“, wenn die auCerlialb ihrer liegenden Massen 
daR Potential F geban, und in den Formaln (2) kann dalier U 
ebensogut das Potential dor Gosarntmasse, wie das der in 9{ 
und liegetiden Teihnasso bedeuten. Man kann dalier diese 
Gebiete, ohno die Bedeutung des Potentials / ' m andern, in einen 
Punkt zusainmenBcdirumpfen lassen, iind da ^ IJ eine stetige 
Funktion des Ortes im Innern des mit Masse erfiillten (lebietes 
ist, folgt jetzt die Poisson sc he Gleicdiung 


rJ U 


j r ih 

J iTTfoi 

\){ 






J 

l* 


log 


1 

^*01 




wobei die Zeichen olme Zeiger sich stets auf die Stelle 0 beziehen. 

K noser, 2. Aufl. ]0 
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§3 


Dio PoisHonscho Konnol liloiht aiic*h, \v(»v<m wir spiiter G( 
braucli imchon, giiliig, weim tm der >^Udlv 2 mi (Jobiet 
unendlich win! wie rirlni‘t :K wm I Dntm m 

hiilt das Potontial /' Ib ini Kallt' doa idnaitni eiuc 

Summandeii von dor Form 

r/ : ronst f/.s’ bn/, 

J flu. 

ill dom a oino posiiivo boliobii^ kbdn KouHtanio m 

kleiner als Boi. Diosor Aumiruck kann oftnibiir iiIh PoUmti 
einer KreiBilache angesohon wimlon, auf tior div Dichtigkidt alle: 
durch den Abstand vom Mitiidpunki bohtininit ist. Da nmi tb 
l^otontial eines unendlich Hchmalcn Krcihrings mil cUnn Mittc 
pimkt 2 und kcmstautor Diclitigkcii ini Puukti» I in dcr For 
const. k)g(l/r 3 i) gOHchrudnni wcnlcn kann, mj gilt tlaHHclho vo 
Potential der KreiHlliichc, wcnn din Ptgcntialc dtn* Hinge summio 
wordeu kdnnon, odor di(» Dnillo J cudltcli int. Diew folgt bud 
wenn wir das Kbunont da in die Form 


00 c/s ’ 

bringen, wobei dl ciii Kbunont dos Kroisc^n nut dem Hadiun Fii 
ist, dor m der Stella 2 Keinen Mittclpunkt hat; dan Integral 


j a log . 


■c/.r 


ist ja endlich, auch wenn die untcre (irmi/.t^ a c) genonum 
wird und logrjo bUnht im lutegraticnisgchiid ctidlich. 


Aus der angegabenan Form dcr, ChaUlc J folgi nninifftdhi 

^ ' 0 . 


JiJ (conHi. log ^ ] 


Bildet man also die GroCe 1, so ergibt die ringehnng d 
Stelle 2 ebensoweuig eiuaii Beitrag, win irgeiid ein den Punkt 
nicht enthaltendes Gehiet^ und die PoisHotiHcIic Formel hlcil 
an jeder von 2 verachiedenen Stella richtig. 

Dieselben Schliisse gelteri fiir den Full das Gidiicif^H ^){, imlc 
man die Forme! (3) durch die folgenda ersekt: 

c/tr di$; 

dabei bedeutet def das Element der Kugeloberfliicltti voin Itadii 
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist 
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§ 36 . 


§ 36 . 

Die Qreensche Funktion als Kern einer Integralgleichung. 


Die Poissonsche Gleicliung bildet die Grundlage fiir die 
Theorie der Green scben Funktion und ibre Anwendung als Kern 
einer Integralgleichung. 

Fiir die Flacbe @ werde die Greenscbe Funktion £(0, 1) wie 
folgt definiert. Allgemein gelte die DifEerentialgleicbung 

z/X(0, 1) = ^o-S:(0, 1) = 0; 

ferner sei 

Z(0,1)= Aiog±+M(0,l), 

wobei M eine im ganzen Grundgebiet mit ibren Ableitungen aller 
Ordnungen stetige Funktion von 0 und 1 bedeutet. Endlicb sei 
an der Randlinie 6 eine Randbedingung von einer der Formen 

(1) :r^ = o, = o 


erfiillt, in der li eine positive Konstante und N wie oben die 
auBere Normale bedeute. 

DaC die so definierte Funktion zweier Stellen existiert, folgt 
in den speziellen Fallen, die wir untersucben, aus dem expliziten 
Ausdruck, der jeweils angegeben wird. Fiir allgemeinere Grund- 
gebiete wird diese Tatsacbe im siebenten Abscbnitt abgeleitet. 

Die Funktion X(0, 1) ist die an der Stelle 0 berrscbende 
stationare Temperatur, die jron einer im Punkte 1 befindlicben 
Quelle berriibrt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten 
Temperatur Null gebalten wird, oder in einer durcb h bestimmten 
Weise die Warme ausstrablt. Man kann die GrdCe -K(0, 1) aber 
aucb mecbanisch deuten, indem man davon ausgebt, dafi die 
Gleichnng 


in der a eine Konstante bedeutet, fiir die Verriickung u gilt, 
wenn wir die Flacbe @ als elastiscbe Membran betracbten, und 
die Randbedingung ist einfacb 

= 0 , 


wenn die Membran am Rande befestigt ist. Soil nun die Mem- 
bran eine Rubelage einnebmen, die von der urspriinglioben ver- 

10 * 


US 


KunTifi' isiiiti 


§a( 

scliiedeii ist, al«o fiir t( mvhi iiln'mli dvii Wwt Null frgibt, g 

hat man die (Jbdeliungtm 

(2) J a 

die imr dann eiue iiieht ideuti^fh v«.Tsrliwiiidf»iule L(iMUig habei 
wemi ti an einer Stelh* 1 iinHteti.k' isL A!h iniifiudiHle Kimktioi 
die die ernte Gleichung (2) mdiillt uiid tiiiHiftik" liietet sic 
dor Aundruck 



dar; Ycrauchen vvir, bei der UriiOi' u dii^n^' rnHli^tigkidt aii/.uhringt* 
80 fiilircn die (Heichungen (2) geiuiu auf di<' verhiii d«‘i!iiiier 
GroOe iv(0, 1). AIb Verriickiiug kiinuie wenu nw 

dio Memlmm im Punkta 1 mit einer Nadel aii^ «ler urnpriinglicln 
GleichgevvichtHlage eutfenit; nie erliiilt dann in iitn* rmgebui 
dieses Punktas aine dnniariigti CieHtali JtHlenfiillH alii*r liiitta mi 
eine Verrru'kung uiid (dim neua intneliKewielttHlage bergeHtellp cl 
7Ai den in § B betraehieten gelnirt. Hh mi also nneli den do 
durchgcfulirten Erwilgungan m erwiulein dab dit^ bei der Schwi 
gang der Mcmbrau auftratendeii Fagimfuiikliuneii eiin* himiogcj] 
Integralgleichnng erfiilleu, deren Kmni die itrulie K (}), 1) isp lu 
das bastiitigt Hieh in (}er 'Int. 

Um dies einzusehan^ eriiiniint wir ilaran, dab zunaclmt d 
GrbJSe A"(0, 1) leiehtak HymmeiriHeh beziiglieh tlm' bidden Stidlen 
und 1 erkannt wird. BaHedireibt man n!iiiilir!i iiin ilie Stelleii 
nnd 2 beliebig kleine duni limmii der Klkehe iiiigeliiirige Kre: 
linien und wondet auf dan (Uibiet Iv, mm dmn dii‘wi KreiHa ai 
gesclueden siud, die (ileiahiuigfm 

1) ■ - ../« A'fb, 2) 

|(U’ ( A’(0, 2) K (U, 2) . / 1 1; ti 

an, so findet man nach <li*m (ires'iiHclien Sjttzi- 

(3) |(«[a'( 0, Ano,2)''^y'’: ‘^1 H, 

wobei iiber 6 und die beidon Knusliniun zu ititegriiTfu ist, u 
an letzteren die Gleichungen 

d _ _ d ,/ ,/ 

dN ' dr,^' r/A dr,.. 
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gelten. LaCt man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, bo 
kaiin man auf ilmen mit immei* waclisender Annaherung setzeii 


d M w n - 1 

dJN - dr,,VloT.^^rJ ' 

0 r' i„. 1 \ • 

dN -- ^/roA'-i’r 2;rr,„’ 


utul dor Beitrag der Kreisliuiien zu dem Integral (;!) nilhert Hich 
(lor (Irenzo 


(4) A'(2, 1)- A'(l,2). 

An der Kurvo (i aV)er gilt di(s Gleichung 


A-(() 

^ ’ ^ dJS 


K ( 0 , 2 ) 


(/A'((), 1) 

dN 


da A(0, 1) und A'(0, 2) als" Funktiouon dor SBdlf^ 0 <Uesollie 
der Grenzbeditigungen (1) erfttllen. Somit roduziert sioh dii« 
Integral (3) schliefilich auf die Difforenz (4) und man lindet 

A(l, 2) = A(2,l). 

Nun sei die Aufgabo vorgelegt, die Warmeloitung in der 
Fliiche @ Oder die Scbwinguiigen der als Momhran ge<laclit(iu 
Fliiclio (? zu untersuchen. Dann hat man fiir die 'remporatur ini 
ersten Fallo die (lleic.Iiung 

/' II 

II, 

1)1 

I'iir die Verriickung im zweiten Fallo 

"■ 

wobei eino Konstanto hodoutet, und es ist oiiie der Kand- 
bedingungen 

M - (), ^\huo (A > (1) 


vorgeschrieben; dor Fall A = 0, in dem das Randgebiot adiatheriiiaii 
bedeckt ist, orfordert bosondoro Methodon nach Analogie lies § 13 
und werde zunachst ausgesohlosson. 

Vorsucht man, die an die GrbOe u gestollten Forderungen 
zu erfullen, indom man m in ein Produkt aus oinem nur von dor 
Zeit und einem nur vom Punkte 0 abhiingigen Faktor zerlegt, so 
ergibt sich fiir letzteren die Gleichung 

^<p Xq) =0, 


FiilifU'r 
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§ 86 


in cler A nine imbekanntu 
hedinfiiun^^nni 

<r ™ 


Konetiiiitn ini, uihI 


(i S 


i li^r 


: 0 . 


«>iiio (It'r Hand 


Verstcht man fornor uutor 1) tlicj«niKt' (irt'ouscb 

Funktioii, (lie {l(!rs(illKai IlaudliedinKuiig wie di(i (iriille cp mitei 
liegt, so gilt (li(( Bezioliuiig 

d(; 


(//vu), r; 
,IN 


A‘(o, 1) 


IS 


Boriicksiclitigt man daher die (ileiehimg 

./ A‘(0, 1) (i 

and bildot das Integral 


(5) 


— A [ A'((), 1) tp (h 


■ Jl A'((t, 



(/' / A'(ii, n|(/ 

/A‘{ti, 1 ) 

'' <IS ' 


iibor das (lobiet I* init Ausschhill oineH Kreisf.s S\ nm den Mitte 
puukt 1, iiuloni man dttrcli N Hlets die aiilier*! Normale diosi 
(xebietes b(izuicluu!t, ho kann man recdita din Integration auf d 
Kreislinie It beschrilaknn. Liillt man don Badius d(>rH«dben a 
nohmen, so erhillt man din angonahnrton (Heiehungen 


/qo.i) 


(/A(ii, 1) (/A‘(it, 1 ) 1 

»oi <1 ^ ’d.Tr,„' 

und in der Brenze erhiilt man aim dor (ilei<dmng (ri) 


> 1 ' 

'lit r„ 


(6) aJ A'(0, if! 1, 

womit die erwartoto Intngralglnitdmng abgideitot ist. 

Ist umgokebrt q >0 irgond oino im (irundgobint ntidige i,iisni 
diosor (lleiohung, ho Hchreilxm wir sin in dor Form 

w V “jr''*,!/'-' I 


Dann hat zunachst der zwoite Summand dor reehten Seite Hteti 
erste Ableitungen, da dies von M((), 1) obonso wi(( von d 
Greenschen Funktion iC(0, 1) auBerlialb der singulitron Sto: 
gilt. Der erste Summand dor rechton Heitn hat alter elmnfa 
stetige erste Ableitungen, da er als logarithmisehoH Botnnti 
mit der Dichtigkeit 9 0/231 angeseheu wordim kann, die erst 
Ableitungen des Potentials aber, wio in § .'f5 erwiihnt wur( 
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur alw stetig vorauHgeHO' 
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§ 36 . 


wird. Da somit die GroJBe 9 0 stetige erste Ableitungen besitzt 
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche 
Formel angewaudt werden, uud da offenbar die Gleichung 

Jf(0, 1) = z/i7s:(0, 1) = 0 
gilt, erhiilt man ana der Gleichung (7) 

z=z — Iq) ^ q) -j- z=: 0, 

Dab fernor die Funktion q dieselbe Ilandbedingung erfiillt, wie die 
Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in 
§35 angegebene Form der ersten Ableitungen des Potentials un- 
mittelbar, 

Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im 
ersten Abschnitt aufgestellten Satze iiber Integralgleichungen erst 
anzuwenden, wenn der Kern, der im Grundgebiet unendlich wird, 
als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nachgewiesen ist. Aber 
eine Haupteigenschaft der Eigenfunktionen ist leicht nachzuweisen, 
dab namlich zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehorige zuein- 
ander orthogonal sind. In der Tat erfiillen irgend zwei Eigen- 
fimktionen die Differentialgleicliungen 


In qn +■ 9m + ^ 9m “ 0; 

aus dieson folgt sofort 

— ^n) j <Pn 9m d + j (9n ^ 9«» 9m ^ 9h) <1 S — 0. 

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um 
und bedenkt; dab wegon der alien Eigenfunktionen gemeinsamen 
Ilandbedingung die Gleichung 


gilt, so folgt 

( 8 ) 

und, da Xm — 


9n 


(I q)ffi 
(IN 


(I qn 


(^m J 9m 9 m d S 
nicht verschwindet. 


0 , 


j9n9m^^^^ = 0, 

womit das Behauptete bewiesen ist. 

Hieraus kann man weiter ableiten, dab die Eigenwerte reell 
und positi? sein miissen. Denn die Greensche Formel ist auch 
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§ 87. 


auf komplexo Worto der Kunktionon ties drtfs aiizuwt'ndcn, -me 
die Identitiit 


= jds(fJ 4 > — ^ ‘/') — J ^ ^ ^ 

4- i jfLs'(q3,/«F— t(p) t i j '/■"•(d). / 1 /</') 

zeigt in Verldndimg init, dorjenigeii, <lia enlstcht, wciui man ih urn 
J dureii (il uud d dN crHetzt. Wiii'c mm (uii komiilexm- Migeuwor 
vorhandeu, so wiiroii iiucli die iliin mid dor zngt'hiingmi Kigai 
funktiou konjugiortou (h-dOim Kigenwert umi iMgmifuiiktimi; weiulo 
man auf die beidou Kigenfunktimmu die obigo Arguimmtatiou an 
so erbalt man wiodoruni die (iteiehung (f’l, in <ler und (p, 
konjugiert imagiuilro (Irbben sind, uud A,„ vuu A„ verHehiedeii is! 
Das ist aber umndglicli, wonn die Kigeufunktimien nicht identiacl 
Tersebwinden. Dio Kigonworte sitid hIso reell. 

Benutzt man ondlieli die aus der (uiuasiheheii hitegraltraiiH 
formation folgondo (Heiehung 


f'^'iCaiy+GlTl ' .1 J 


f/ 

fi \ ' 


//, 


indem man fiir (f) eine Kigenfunktion niinini, ho fulgi auH de; 
Gleichungeu ^ 

J(p If - 0 , I /if| 

unmittelbar 



woraus, da die Konstante h positiv int, hiirvurg«'dit , daO A nirl 
iiegativ sein kann. Die Eigaiiwertu Hind eIho jioi^itiv. 

Die gans^ie SchluBreihe cliest’B Pfinigmiitum iilMTtnigt dv 
ohne weiteres anf (Ian Ckddet iiidtim iiiaii log I /'..i iiharii 
durch l/foi erset/^i 


:i7. 

QuellenmMBige Fwnkfionen; der awsgeiirtatc Fall. 

Wenn /'() oine mit ihron erstou Ableiluiigeu im (irundgebii 
stiickweise stotige Funktion des OrlcH ist, sn hnt die' (ir.'dle 

Fl j A'((), I)/'U.c/.S 


37 . 
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den Charakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen im Grundgebiet stetig; daC sie die Kand- 
bedingung der Greensclien Funktion K(Q, 1) erfiillt, zeigt die in 
§ 35 angegebene Form der ersten Ableitungen eines Potentials. 
Wir sagen, Fl sei quellenmallig dargestellt oder kurz quellen- 
milbig. 

Zerlegt man diese Grolle auf Grund der Gleicbung 

A'(0,l)=/^logAd-M(0, 1), 

SO ergeberi die in § B() an die Gleichnng (7) gekniipften Scliliisse 



also, da bei den yorausgesetzten Eigenschaften der GroCe /*() die 
Poissonscbe Gleicbung angewandt warden kann, 

Oder, was dasselbe bcdeutet, 

jFo ^ 


Jetzt sei eine im Gnmdgebiot stetigo Funktion des Ortes, 
die stetige erstc und stiickweise stetige zweite und dritte Ab- 
leitungen besitzt und die Kandbedingung der Greensclien Funk- 
tion JC“((), 1) erfiillt. Dann ist die GroBe 

fO — ^^00 

mit iliren ersten Ableitungen im Grundgebiet stuckweise stetig; 
bildet man also mit ilVr die oben eingefiihrte GroBe F^ so findet 

J Fi) /’(), J (F— 0) =z () 


und die GniBe F — 0 erfiillt ebenso wie Fund 0 eine der 
Gloicbungen 


' F "^0 


F^-0 + h 


dW ' 


Nun gilt die Transformation 


I aJuds + j dl, 


in der x, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die 
GroBe u mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn 
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^ 87 . 


man u = F—0 sotzt; liinrauH folgt je iiach dor Koriu der 
geltenden Randbedingung 

^d{^- F)y, /d (d>~ /'')Y| 


(0 KY"”; '">)■+ 


(Is 




Oder "■ 

also in jedem Kalle fiir das gaiizo ( lnuuigtd)ift d- 

( 2 ) <I> 1 /<'! j A‘(<i, 1 S'. 


Eiue Funktion von don fiir <I> vorau.sgosotztcii Kigt-nHcluifttm 

ist also quolleumiKiig darstollliar. 

Wie die durchgofiihrtou Helraclitungm y.n iiKHlitizicron sind, 
wenn die Randbedingung die I'orm 


hat, ist leicht zu uberHolien. 


<i (ft 

(IN 


rr: d, 


Man fuuh'l <huiii uffcidiur atirh 

.i (ft ! A (ft ti. 


und hieraus mittols dos (Iroonschen Sat/, os 

also 

(:-)) Jgr/.s 0. 

Um den Kern zu besthnnnni, setzen wir niudi § 15 dir* (ihdrlamg 
. / li (i), I ) •*' ' a 

an, wobei a eine Konstante hedautoi; dann idti itniglicdirr Htatio- 
narer Zustand wird erhalten, intlain niiui dw IVnijieraiur tdiuir 
beliebigen Konstanton gleitdi setzt; nii Siiigtdiiri!iitt»ii werdt'. von 
der GroBe iC(0, 1) dasaolbe geftmlert, win vihi dor alum idHomo 
bezeiclmeten; auBerdem kanu die Glidchung 

j K (tl, l)r/s (I 

augesetzt werden, da in A’(0, 1) offenbar cine ad<litivf Konstanto 
vcrfiigbar bloibt. Dann liiCt sicli die Criilie A'{ii, 1) giuiz ulinlich 
wie obon als symniotrisch orwoiHon; die (ileichiing (5) (ics § .‘tB 
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort din Iiilegralgh-ifhinig (fi), 
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37 . 


da das mit d^m Faktor a behaftete Glied der Gleicbung (3) zu- 
folge wegfallt. Quellenmafiig darstellbar ist ferner jede Funktion 
die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte 
Ableitungen besitzt, die Randbedingung 

JF 

- — 0 
(IN ^ 

erfiillt und auJSerdem der Gleicbung 

jFcis = 0 

unterworfeu ist. 

Deutet man die Singularitilt der Funktion K (0, 1) als Quelle 
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkoit, weim man liber einen um 
den Punkt 1 bescliriebenen Kreis integricrt 

dJV ’ 

wobei die Normale N nach dem Lanera der Kurye ^ hingerichtet 
ist; ofEenbar kann man das Integral iiber die Randlinie, an der 
die GrdCe 

dJN 

verschwiiulet, hinznfugen und ei'hfUt so als Ergiebigkoit 


.U (i 


(11 =|z/ /!((), 1) ds^ 


wobei recbts liber das Gebiet S' integriert wird, das vom Grand- 

gebiet ubrig bleibt, wenn die vom Kreise I? umfalJte Fliiche aus- 

goschlossexi wird; links ist dann durch N uberall die auCore 

Normale dieses Gebiets bezeichnet. 

Liillt man den Kreis M znsammonschrumpfen, so erhalt man 

recbts den Wert r . 

a J a s. 

Ist daher die Ergiobigkeit Eins, so hat man fur a den reziproken 
Wert des Ar(3al8 der Flacbe (5 zu setzen, Dann ist — JC(0, 1) 
die stationare Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlicben 
Quelle von der Ergiebigkeit 1 verursacht wird, wenn in jedem 
Element der Flacbe 6 eine gewisse konstante Warmemenge etwa 
durch einen galvanischen Strom als Joulesche Warme erzeugt 
wird. 
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§ V>H. 

Die Existonz der (Jreenscheu Funktioii ist hi^‘r wi<» \m Falle 
des vorigeii Paragraplion zuiiachBt nocli zwinftDiafi; sh wird iu 
den Einzelf alien , die wir betrachten, durch lu'stHulere Kiitwick- 
lungen erwiesen, kanu aber naturlic.li aaudi aus den allgemeinen 
Existenztheoremen der Potentialtlienrii' erstdilusnen wta’den, die 
■wir im siebenten Abschnitt boweisen welleii. 

Endlich braiicht kaum crwahnt zu wei’den, dab aueli die 
Entwicklungen dieses Paragraplien auf das riiundicdn’ Problem 
ubertragen werden kbimon, indein ina.n dit^ riiujnliehen itrotnisrhen 
Funktionen bonutzt tmd beini hitogriia'cni an Stolb'. dc*H IvridseH 
eine Kugel aus dem (jrrim(lg(d)i(do ausscddi^dlt. 


§ H8. 

Eigenfunktionen und Oreensche Funktion des Reddecks als 
schwingender Membran Oder wfirmeleitender Plalfe. 

Das Eandwertproblein d(‘s § bO ist fiir das luaditeek ala 
Grundgebiet leioht zu Uiaen, Wir betrnrhlen den ball, dnlJ die 
gesiicbte Funktion auf dein llmfaiig(». versehwindet , wic* es lyoi 
einer scliwingenden Membran BelbHtv(»rstiLndlieh ist; bei der wiinne- 
leitenden Platte gilt diese Aunalnne^ wtnin der Fnifajig atif der 
konstanten Temporatur Null gehalten wird. Diis Gnnnlgebit‘t aei 
begrenzt yon den (Seradeu: 

a; ” 0, j' " 6, 

IJ : - If r (\ 

Man fordert daun die folgondtui Glei(dnmgen; 

z/9 + 29 0 , q){{\ If) - <p{l*^!f) '* " tf H) (f {j\ r| “ U; 

diese warden durch die Aniiahnn^ 


9 ~ sin 


m n X . n n if 
, Hin 
a r 


erflillt, wenn ni und n positive gauze Zaldt‘n sind; als zugehilriger 
Eigenwert ergibt sicli , 

Integriei’t man das Quadrat das Ausdnudes tf iiber das (*rnnd“ 
gebiet, so erliiilt man 


h 



m%x 


(lx. 


, . n % If , 

* d// 


€ 


4 


§ 38 . 
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als normierte Eigenfunktionen konnen also die Ausdriicke 

. 2 . iHTCx . UTcy 

= sm j sm - ' ~ 

]/b e ^ ^ 

gelten, iudem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor- 
dinaten y obne Zeiger bezeicbnen. Dab dies System von Eigen- 
funktionen vollstandig ist, stellt sich im Laufe der Untersucliimg 
lieraus, und zwar dadurch, dab sich die bilineare Summe 

. niTtx . nny , mjcXi . nTty. 

, ],« sin , sm — * sm , sm 

4 ^ 0 c 0 c 


1 ,00 


7n, n 


(p.in n 0 . (p^fi 1 


he 


in,n 


7t^ 


n^\ 

cy 


die wir auch durch S bezeicbnen wollen, der in § 36 definierten 
Green schen Funktion /£((), 1) gleich erweist 

Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder 
durcbzufuhren, gehen wir von der Fourierschen Entwicklung 


(1) 


1 ^ l)’'C08'i/a 

2 ft ©in ftJt ~ 2 ‘ 

aus, die, wenn ft eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem 
Intervall ^ a 

gilt, und Bummieren mit ihrer Hilfe einen Bestandteil der 
bilinearen Summe: 




. niTif . n^ry/i 
1 ,^/. sin Bin 

.,2 ' "■ 




m c Y 
. b) 


+■ 


nney 

\T) 


nx(y 4- y,) , , v„ « / , s 

1,00 cos V./ ^ 1 / (_l)»co3 — (c — yi + y) 

■V'' ^ 

^ _ . /mc\^ ^ 




+ (■ 


I.) 


jjS ^ 


/mey 

\ h ) 


nut 


1 , oo (— 1)« cos - ■ {y + 1 /, — c) 

* /mey 

Hicr kann die zweite Summe stets durch die Formel (1) 
Bummiert werden, da die GroBen y und y^ der Strecke von 0 
bis c angehdren, mithin die Ungleichung 
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§ 88 . 


gilt. Die erste Suxnme Icann abor uur (laiiii dor l<’orn»el ( 1 ) sub- 
sumiert werden, wenn yi ^ y; denn nur <iaiin int 


It 


— ?/l 4 ?/) 


> ;r. 


Unter dieser Voraussetzung folgt aiis dor Formol (I), in dor 


))i r 


gesetzt wircl, sofort 


1,00 sm sm 
2 ^- ^ 


.mre . 

ff(S 01 (/'-//, 1 It) 




fmcy 
\ 6 / 


}n V ^ . m e jr 
h h 




2 m V 


h A 


If Ih ) 

m r TT 


und hieraus mittels der Additionsformolu dor hyparboliHchen 
Funktionen 


. n%%f . HTty. 

1,00 sm - sm 

2 2 -- ^ ^ 

n n 2 * 


... viTT ^ ^ m^ry 

7r<cin . (r- . ‘ 


‘HtJ 


h 

mv 


^ , m r .T 


!h •'* «/. 


Da diese Grdfio almr in // mul //j Hymniotrittcdi int, uu orgi!)i sitdi 
fiir den Fall ^ y sofort die weitere Forinol 


. n%y . nity. 
1,0. sm •^ 8111 

22 - " " 


. niTt , . _ . mn ifi 

jcwtu {c y) z\n ‘ 






me rn tTf 

. toin . 

0 h 


a ^ ifv 


Hiernach kann die bilineare Humme 8 bei dor Aimahme 
V ^ ?/i folgender Form geschrieben wordaii : 


mntL . mnx . 

‘ Hill , HUl 


.s 1,00 toin 

^ mcM 

m. 

b 


m nxi 
h 


§ 
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Diese Summe ist der reelle Teil dei- GroCe 

iiiJtXi m%yi 


t-i lib Jl 

Stn — . 


1,<X, sill 

.. 

7t ^ mTtc 

m Siu , - 

b 


h { , mnx , m7c(c — y) 

- sm - — 


- @iu 


niTCX ,m%(c — y) 
_U*.OS (54 


die auf Grund der Bezieluingen und Bezeichnungen 
— cosxi^ ©iiiri:’ = — isinix^ £' — 


ate 

C~~T~ 


“I" Uih yih y 

aucli in den folgenden Formen geschriebon werden k<ann: 

. mitx-i m%yi m% . , . . . 

. 1,00 sm , (i::)!!! , cos , (x +?.?/— 2 c) 

] j/ ~ ^ ^ ^ ^ ^ ‘ ^ 

7t m%c ’ 

m Sin - , 

b 


1, 00 cos (xi + yi i) cos ^ {x-\ryi — o i) 

i 0 0 

JT 


m7£ 


m Sin 


m%c 


. 1 , 

I 

TT 


cos .. {Xi — y/i t) cos {x + y i — ct) 


m Sin 


h 

m TT. c 
h 


_ 1 

1 , <'fj 

m % 
cos , 
b 

(^’ -F -^1 ■ 

- ?■ c) -1- 

mir. 
cos V 
b 

{0-01- 

- ic) 

7t 

m 





-rV 



1 

TT- 

2 

;// 

cos , 
b 

(g+-ei- 

— ic) 4- 

mx 
cos , 
b 

-r) 

1 

1 : 

- ic) 

1 

_ 1. 

TT 

1 , m 

,£Lu 

■m 

({Ul 

1 

COB 

WJJT 

b 

{0 + 01 

— id) 



+ 1 

i, «/.- 

s 

m 

qm 

1 ff.m 

COS 

1H7C 

b 

(0 — 01 

— ic) 



1 

% 

I, 00 

s 

•ni 

(jm 

COS 

mn 
' b 

{0 + 0r- 

— ic) 



_ 1 
jr 

1, 00 

s 

m 

qm 

1 f 

cos 

tHTt 

b 

{0 01' 

-ic). 
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§ 39 . 


^ :n). 


Summierung der erhaltenen Reihe imd Vcrifikation. 

Die Reihe D' laCt Rich Bumnuen'ii mittiOs finer hchou bei 
Jacobi vorkommenden Konuol 

(1) logi>o(«,7) I 

m ^ 

in der Q eine von v unabhilngige htnliMit*'! uiul ist 

^0 (^1 d.) = 1 — “ ''Z I - 7* r j > . . 

Die lleilie fiir 7) k(HiviTgiort, wt*iin 


r -- ^ ^ 


gesetzt wird und S V (indien siiul, iiutin' ih*r VorauH- 

setzung 

Itig 7 

(2) ■ S r • 


die erflillt ist, wemn fur r eiiu‘ <lf’r UniOiui 


(a) 




26 


» I 

2/1 


also fiir rj eine der (IrulJen 


// ^ !ii 

2h 


gesetzt und die Annahme // > tii ft*htgidialt«ui winl iNnin i‘s int 

zu setzeii ^ 

2 .Y * 2 I' ' 

die GroCen y und aber licgcii in tier r'liTi-kf vun n bis c. 

Bleibt feruer die DilTcrenz // //, iiln-r fiinT ffslfii iinsitivcu 

Grenze, so gilt dassolbc von <Uir Diffcri'n/ iifiib r Scitini ibT I'n- 
gleichung (2) tmd die Ueilio logb., c, niit <ti-u Argnuiftitfii (.'1) 
genommon, konvergiert globdiinilbig. nin.nbar kinivcrgifrl die 
Reihe (1) gloicbmilBig in jedcin (lebifti', in dfin mintji-sifus eine 
der Stellon 0 und 1 vom Rnndei mn mtdir uls ■ in ffsifn cnillirlics 
WegstUck entfemt bleibt. 

Iliernach kann man wttzen 


\Vz= 


I 

2y 


log 




*1 


•111 


) «• ( ■' 


2 6 


I r 


\ 


' I 

•i/i 


i t 


) 
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Oder, imlom man dio F(»nueln 


benutzt, 


\f>' / “ I \ tv -*i 

'V 26 j'^‘V 26 


uiul 08 ist hdtiht, zu lihcrHchon, dall die GriiBe 

A'O', 1 ) -- iHi-JV, 

gleichvicd ob die' IukIkt gidtf'iidti Antialimo // > iji festgehalteti wird 
Oder nicht, dit; gtwucliU' (IroonHchti Kuiiktiou doH (IrundgelnetoH ist. 

Zu ditmoni Zwook gethon wir davon huh, dad die Fuaktiou 
A'((), 1 ) vor8(diwia<lMt., womi d«r I’unkt 0 aaf dom llande dea 


2 , 


iukI miter clem Zinclien leg tetesht tbr Quotient zweier koujugiert 
komploxer Itroljcui, alno airui tirdlle vom ab«c)liiteii lletraga 1 , 
dcrcui Logfirithintm Null oiler ruin imaginilr istjBte W ?er8idiwin(li3t 
also. Setzt itiiiti fitriier .r ■- 0 , ho erhiilt man 

/<// f .r, - 1 tixi\ 


Setzl 

man z. B. 

!/ 

. 0, 

HO iBt. 



1 

2 b 


r- 

-a-, f 
26 

!h i 

11. F 

t .ri p, r 
2 b 

)^yx 


-Sx — 
2 6 



)*•(■' 


W log ' . “ ' / 

“ ^ ^'/ * f f Vx Vi 

und uiitor dnni Zoiclien Itig Htoht wioderum eitie GrdBe vom ab- 
soluten lletragii 1. 

Vennohrt man forntir in dom Awsdruc-k W die Grdile g um 
h Oder ei, d. ii. .»• nm h odor y um c, so erhiilt man aus den 
Forraelii, die die tier Funktioneii ft ineinander iiberftthren 




W{s I 6 ) 


i »c) bg 




. , •►dM/O-'-Cr/') 
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§ 89 . 


Aus (liesan (iloichuiif^en folgt wii' ulti'iu dull thr rri^Ile Tail der 
GrdBeu + varmdiwiiiilat, wriiii man j - q 

Oder // -...^ 1 - 0 mir.i; das iMMlautet alim\ diili dip Unilitin !Kc If ter- 
schwmdan, weim man .r h udm* ■ r nvijA, uuiidt die aus- 
gesprochene Behaupiung, KliK tl verntdiwniflf*, wmiii dm* Fimkt 0 
(lem Randa dm GriuulgahiataH atigtdiinl,^ ftdbljiiidtg iirwianen ist. 

Web ferner din Singulariliit di*r in*id]i‘ 1) die 

auftritt, wann die Bunkte uiid 1 '/4isjiiii!iiiiirikdif»fn ho niidit maa 
zuuiichBt, daB die (triiUe If uiirmllitdi wiril wn* 





d. h. sich Yon diaiar UriiUa iim eiiie iiii der ragulire 

analytisclie Funkticm von £ ttnli'rHrlnddrt* Nun gilt dir* liltdcdmiig 


m 




loj? (* 


> 1 ‘ 

«# #* f I 


(lio (iriiUo A*((), 1} ■ '.Iff ir hat almt tlii' vtiti iIit U rtsi'iiHcIien 

Kunktion gafortlt'rta Sitigulftritiit. 

Eiullich iat. ohne wcitoiva klur, ihili ilii> (iri»0«* A'((i, 1) als 
reellerTeil eimir aiialytiwht'ii Kunklittii die I.aiilari'atthtUiltucluuig 


./Ad'k 1 ) s> 


erfullt’, hioraus und aim don aligolidtoion Singularitiiton and liaiid- 
eigenschaften folgt nach ii Hd din Synuni'triogloiohiing 
A'(l), 1) A'{l,(i) 

uud damit auch die (tloii-lauig 


A'((), 1) u. 

lliermit ist die (iriiUts A:(t>, 1) .■ndgiiltig al« di« gimuchtfi 
(jrroensche I'unktiun nivcIigowioHon und dio iillgi'nii'inon Siitzo dot 
§36 zeigen, daO die Funktionon I,imnngnii dor Integral- 


gleickung 
sind 




a«„|a:{o, I).,., 


.(i.t/ji 


Die fiir diese GrSBe geltende DarstoHniig diirch dio hilinoan 
Doppebeihe n „ % 


ist zunSchst in jedem Gebieta gkiiahmEIJig kcnivargaiit, in dam dk 
Differenz y — Sbar ainer fiitt.in {Higiti¥aii Uraii/*a varbliibt 
Denn unter dieser Voraussateuiig koiiftirginrait dici iiiis dei 
ormel (1) abgeleiteten Summeii glaicliiniillig , wi« bin diawi 
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schou bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summon (2) des 
§ 38, die auch beziiglicli der Zahl m gleiclimaCig konvergieren. 
Stellt man dahcr die bilineare Iloihe mit leicbt vorstandlicber 
Symbolik durch die Uoppelsumme 

1, 00 1, ou 1, »» 

in m n 

dar, BO kann zunacbst die links steliende lieihe mit vorgeschrie- 
benem Grade der Genanigkeit durch 

1, mt 

m 

ersetzt werdeu, wobei Wj durcih don Gonauigkoitsgrad bestinnut 
ist, und ohne die orreicbto Gonauigkeit wicder zu venniiulern, 
TorgrbUert werdon dar)'. Sodanii kann in jod(nu diener ni, Gliodor 
fiir B,„ die Summe i,ni 


gesetzt und Wj so gewahlt werden, dafi die Differenz 

l.Wj l,mt l,Mi 

m tn n 

uuter einor vorgeschriobeiieu Grenzo liogt und, 'wcnn vorgrbBort 
wird, liegou bleibt. Daniit ist erroicht, daO fiir das gauze be- 
traohtote Gelnet die Differcnz der Griiben 


1, w liWi 

wt m n 

absolut genoramen unter der Summe zweier TOrgeschriebenen posi- 
tivon GroBen liegt, also gleichmafiig klein bleibt. Die bilineare 
Reihe kontergiert also gleichmaUig in jedem Gebiet, indem die 
Differenz y — y^ Tiber einer positiven Grenze verbleibt. 

Da nun die Formoln (2) des § 38 in den Stellen 0 und 1 
symmetrisch sind, kann man eine der durchgefuhrton vollig ana- 
logo SchluCreihe fiir don Fall y < y, entwickoln und aus dieser 
insbesondore das Korollar ableiten, daI5 auch, wenn die Differenz 
?/i — y liber einer positiven Scbranke verbleibt, die bilineare 
Reihe gleichmaBig konvergiert. 

Weiter ist aus der Gestalt der Eigenfunktionen ersicbtlich, 
daS die Variablen x und y keine wesentlicli verschiedene Rolle 
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichmaBig, 
wenn eine der Differenzen x — Xy und Xy — x iiher einer positiven 
Grenze verbleibt. Da in alien endlicheu Reihen, die die GroBe 

11 * 


164 




§ 40 . 

1) mit glei(*huuiBig(*r (k^uiuigktit ilursti’lleii , div. Zahlen 
und (lio ihnen anak^gt*!! ¥i'rgnkl<‘rt diirfeii, Bchliefit 

man aiis den orhaltenen Hesiiltattni kdcht, dalJ die biliiieare 
Keilie in jedeni Gobiet gledcdiniiilJig ktnivergiinl, in deni der Ab- 
stand dor Stello 0 von der featen Stollt* I iiber einor positiven 
Grenzo bleibt. 

Diesolben Betrachtungen gtdti^n niieh, wie* nmn leitdit nieht, flir 
die Reihen, die aus den iinter (1) tuul in ^ an imitT { 1 ) angefiihrten 
entstolum, indoin man gliedweine (liffennr/.iert; hafideli m mcli 
dotdi urn analytinclie Funkticnmn, die iin Konvergmizgehiete der 
Keihon. regular niml Darium kdgt, dull die Idiintsare lieilie in 
Gebieten der bezeiclinettni Art glitnlwaise ilifferenziert Wf*rden dark 


§ 40 . 


(JberbHck iiber elnige verwandte Flllc* 


Naeh der iin vorigen l^aragriiplian beiaiUten MiOhode lageen 
sich noch einige iihnlitdie Anfgabeii behaiutelin hei deiien luir die 
Randbedingungen andere aiiuL 

Es seien zunachst die Baiten g C) und // r auf der 
Temperatur Null gehalten, die anderan bcnden Seitan adiatlierman 
bedeckt. Dann gelten fur die Eigaiifiinklitintui die Hedingungen 


\y-r:.Q 


w ' 


9 


V « 


0, 


d (p 
e .r 


e ip 

p X 


,r 


und man iindet die norrniorten Auscirlielce 


2 


mytw 


(p,nn0 r- C()8 , 


mn 


n n // 


%h% li 


zu denen die Eigenworte 

. w* 3r» 


\hr 


Min 


H 7t I I 






1 , 1 1 ,, 




gehoren. Man erhalt also folgenda biliiutare burniel: 


. nmi . nTtii, 

u am ■ «m ^ 

* t- t 


||S^3 


1, » n 00 CDS 


mnx 


+^22 


COS 


m X X 


h 


Hiii 


unii 


e 


mn 


Wff l/l 


+ 




fS 
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i; 40. 


uiul vcrniittelHt <ltM- obeii gobrauohten Formein, indem man nach 
u 8unuuiw-t, fiii- // • i/i 

!h (<■ - ;'/) 
ha 


/v((), 1) 


wjr.r wijr.t;, mx . . 

,, 1 , w cns coH toiii (^! — y) tetn 

^ X, ,, ni xr 

m toiu , 
h 


in X III 


uiid fill' y • i/i dial A«Bdnic.k, der aus dem hingescliriebenen 
entatebt, iiidcm man {./•',//) uiid vortauscht. 

UmnuiH folgt. wisitdr wio oben 


A' (0,1) life 


^ Ih 
Ih* 


log 


/ 2 1 Zi' 

\ 1 


\ 2h . 

y ’'1 

2h ) 

/z - r.' 

) 1 

(z - 1 - z{\ 

V 2/> . 

/ J ' 

V2b )_ 


iHul in cler 4)*“Funktion mi wiederum q — e seteon. 

LiiOt man firmer drei Seitea des Ilech tacks adiathermaa 
bedackt seia uad halt die Seite — 0 auf der Temperatar Null, 
so habeii dit^ Kigcmfunktionen die (Jestalt 


count. COS 


/ 1 \ Tta 


1 \ jca; noty 
cos , 


uiid filr die (ilroeriscihe Funktion iiiulet man 

.(‘I/-) 

Halt man umgokehrt drni Soiton dos Ilcclitecks auf der Tem- 

peratur Null, wiihrond die Heite ./• “ 0 adiatherman bedeckt wirtl, 

HO liaben die Kigenfunktionen die Form 

^ / l\5ra: . nxy 

const, cos ( rn — ^ sm - ‘ , 

und man findet die Greensche B’unktion 

X(0, 1) 


= 2^ afelog 
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§ 40. 


in diemn mid dem vorigeu Kalle iat m sotzcni 


(j = e 

Sind endlich die zuaanmieiistoBeiiden H^dten - () uiul y ~ o 

adiatheman bedeckt, die andi^nm Seiten anf der IVmiperaiur Null, 
so sind die Eigonfunktionen 


const, cos 



IXTT.r / i\3ri/ 

2 ) h 2 ) r* 


und der Kern iat, worm q chniselhen Wtni hat wit^ in dan liaidei) 
vorigen Fiillon, der reello 'Fail daa Auadruaks 



in wekdiem drei Glieder hiir/tr/iUfiigan aind, dia aua dam liin 
geschriebenen entateban, wann man f tlurab ainan der Ana 
drucko z — z [ x'l, z arBcd7.t 

Audi liier ist as laicht, dia (Haiahung^m 

//o /v(0, 1) J, 1) 

zu verilizieren nnd dia Singularitiit dar CirBBa K (0^ 1) al 
Funktion der Stella 0 an dar Stella I zu arkannan. 

Ebenso labt sich aber auch din* aimgaartata Fall bahandek 
dali alle Seiten des Ileditecks iidiatharman bedeckt siml I)i 
Eigenfunktionon sind 


9 ^tnn 


2 mTcx nit If 

. cos , (U )8 ' , 

ihc f> '■ 



wobei einer der Werte m und n varHchwimlaii ditrf, niclit abc^r held 
zugleich; die Konstante kann zwar aln lakung dar llandwerl 
aufgabe angesehen warden, erfilllt aber niwdiher nicht dieselb 
Integralgleichung wie die anderen Grcilkm 

Mit diesen Ausdrtickan arhiilt man fidgeiide biliiienre Iteiln 




mitjt: mira\ 

1 , ^ cos . COB , 
a b 


I 




1 , 


»3Ti/ niri 

COtt * COi 

r e 




m 

1, «» 1, » cos I 




(308 


mzxi 

b 


ft n if 

C30» ‘ CCI8 

r 


niry^ 

€ 
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und mittols dor friiiior benutzten Ililfsraittel erbiilt man bis auf 
eiuou konstantoii Huniiuandon, dor wcggolasseu ist, 

A'(0, 1) + .Vf) 

I I*' (■' ''' ('* u') C t/') *■ C 7/'')]- 

Offenhaj* goltaii dio (ilaichiiiigcii 

//„ A'(0, 1) - 0 

/v((), 1) -0; 

auH iliuen geht, da /u* dia Klacdio dos (Jnmdgebietcs ist, nach 
ainar in ^ H7 gomachiini Bcnnarkung liorvor, dalJ — /i(0, 1) als 
'reini)C3ratur van einar Wiinnoqnelle von der Krgiebigkeit — 1 
harriihrt, wenn gloitdaidtig im (Irundgobiat iiberall eine fur die 
Flilclunieinlunt kouHtanto Wiiniaamongo or^sougt wird. 

Die Formeln, mit denen in alien diesen Fallen die Summation 
der tk)p{>olt. unendliclien Heihen gelingt, sind auBer den in § B8 
benutatcni die folgendeii: 

y‘U'mii(7r «) 1 srb'offi a , „ ^ . 


COS ii (7f a) 


COH(2tl— 1)« 

w — .1)^ + 


2^4 Sin ft 3?; 


, (— TT < 


■6infi 




, (0<a<^) 


^ COS (2n — 1) 
1 ■■■- r/‘-^ca«-i) 2n — 1 


V siu HTT^' jr \ , M 

„ == .^(l~r)4-tlog 

n ' * 

« Hill (2 n ■ - 1 ) 3 t s 
^ 1 + (■/<«-« 2w — I 


, q = 


^'~{’VXV) 


^■K'log 




« -f 1 \ + ■'^ + 1 


f A <. (e + r V A a, f- * 


')*>( 
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Kiinfli'r Ahwhuitt, 


§ 41. 


§ 41 . 

Qreensche Funktionen auf der KreisflMche. 

Durcli Aufbau mis don ICloiiioiih'ii initttds dor hiliiieareu Ueilie 
lassen sich auch die (ireonBohon Kutiktioiion fiir die. KrciHlliiche 
vom lladiuB Kins einschlioUlich doB aiisgoartcton Fallfm liOHtiinmea; 
die Stelle der beim Reclitock bouut/.ton Kornudn hub d<'r Tlioorie 
der elliptiscben Fuuktioiion vortrotoii bier die liiiiiu'anui b'enneln 
des § :-J2. 

Trausformiort man dio FouriorKclio nii'bTontialgbucluuig 


in Polarkoordinaten, und fuhrt, wic in ?; '16, din (Ironzbedingung 


(in 

(IS 


llu 


0 


eiti, so aioht man leic.bt, dab die Eigonfunkticiufii 
Jm {i> r) COB m 0, >fm {(> »') •‘in »i It 

sind, wobei J,,, die BeBselHche Funktion wter Ordnung, m (>ino 
nicbt negative ganze Zahl bedoutet und die Keimtante (lurch 
die Gleichung j „ 

definiert ist. Dor Fall H oo lusdeutot natiirlii'h 

Jmlf d- 

Die zugehorigen Fiigenwerte sind die u •■‘-Werte p*, ho dab man 
sich auf die positiven Wurzoln boBcbninken kann. I'm die Eigeii- 
funktionen zu normieren, brauobt man die liber die KnuHlliicho 
erstreckten Integrale 

=j r/ar/,„(pr)®(i()8'4wiM 

Pmn ' J(i.s',/,„(4)r)SHin-'w«; 

da ds — rdrdO, so findot man loicht 

1 

'-I jr J o(«/o (ptiB «)* (/«, 

0 

I 

^mn •*•■**” ^mn ^ J 

0 

Die bilineare Reihe uiisaras Fmblemi Imt iliilmr Form: 

^■(0, 1) = 2 2 
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S 4L 


In (liosoiri Ausdruck kann jedo dor Suminationen nach n aus- 
gefulirt w<‘rdon, indein man r imd durcli und ersetzt 
und nac-h § d2 die dnrt eingefuhrton (Jreenscheii Funktionen 
in die, biliueaix*. Reihe outwicdcolt; man erhiilt, mdom man unter 


s die kkvinere 
11 7 - 0 


der (rriiOcm 


nnd 

f, 


r 


versteht, bei der Annabme 


1 ) 



. rr 
log 


1, /- 


m 


(!<).s in {(I — (I , ) 
2ni 



m — II 
m + H 



fiir <lc» KhU 11 ■ 0 jilxu’ 


sr /v((), 1) 


(‘i) 


d 

H 


.f, 

4 






2 m 


l.s™ + (rr,)''''|. 


Die 

Fornudn 


liitn* (a*B(dieinenden Iloiben summiert man mittels der 


l(^g y 1 -• 'lamMji 4- 


m 


1, 

rn 


m (i 
fn-j - II 



a ^ tie 






"‘Ul w\ 


0 


uiul fiiulot l)i)i positivoii Wortoii von II 

H 


!<{(), 1) 


I 


‘2 n // 


1 

2 7T 


+■ 


1 


!){ e 


I'S 

r 


2rfi cos {(I — Oi) + 
j — 2 f cos (0 — (li) 4~ 


rri 

' 1(4^"“^ div 
to 


woboi das letzto (Hied wegzulassen ist, wenn 11 = oo gesetzt 
wird. In diesem Falk^ erhiilt man die in der Theorie des loga- 
rithmischeii Ikjtcmtials erscheinende Green sche Funktion der 
Kreisfliu^.he in bekannter borm. In jedem Falle verifiziert man 
leicbt die Gloichungen 

1 ) = 0 
K(0, 1) 0. 
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Funfti'i’ Almrluiitt 


41 


Wuun II • aiigonomnu’ii winl, ('rgiht sich ('licimu 


A'(0, 1) 


:! , )•“ ! >1 


Htt 


logVl 2 (-(IS 

/. ft 


I 'I' 'irr, font/j «,) i-}-: 


mid man crhiilt tlio DiflVnmtialgli'ichuuK.'u 


A’((), I) 






I 

ir 


(lie, (U 'Jt (lie Kliidie den ( lrun(l| 4 <dut‘tt‘s InHleuit*!, untt*r die 
§ d7 beaonderH hervergehidn^ue Fene fallen. Fnher ini A (0, 
(lie stationiirc^ 1 emperatiir, di(^ nm eiuer ^Hiellt' van dvr Frgiabi 
keit — 1 im Punkte 1 herriihrt, wenu ^Itdeh/.idiig atif d«‘iii Unin 
gebiet fiir jede Fliudien- und Zeiteiiilndt vuw koantantt* Wiinr 
inenge, etwi ak Jonh^Htda^ Wilnue eitu's giilvaniHehtni Stroii 
erzeugt winl 

Die in den Fonmdn (1) und (‘i) Huftn^iemlfui Heiluui kc 
vergieren UbrigenH ghdidunilbig in jiabnn (*<dn«d- der Variabl 
fiir das der Abstain! dt^r I'unktn O und 1 \\hvr mmr fest 
(irenze bleibt; denn di(‘ Ueilnni 


I em m (i 
' m 


^ n taiH in |l 

m 1 // 


kdimen als reelle deile analytwdnu’ Funklionen aufgtd'allt werd 
die regular sind, solange n vtui ! talfn’ /i vmi Null Yurselnei 
ist und a den Wert 1 nicht ulan-Huhnuii^t. IlierauH ftdgi an 
daU in solcben Gebieten die Iliuhen gli(‘dweiw‘ difftnauizieri were 
kdnnen. Da ferner atudi die in § TI nnfgeHiidlten biliwea 
Entwicldungen jedenfallH in einetn (Hdiiut, in deni r und fj ni 
beide unendlich klein warden kiinnon, gtfntdinniUig knnvergie 
und gliedweise differenzitu’t warden kiuiiien, hu kniiv(‘rgiert 
bilineare lieihe 


wn • H'mn 1 

H 


w,»i 


in der Tat gleichmaBig in einem Ciebitd, in dein der Almtand 
Punkte 0 und 1 uber einer fasten Grenzti bleibt, und kaiiti 
diesem Gebiet gliedweise difftsrenziert warden. 
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§ 


4 U. 


8 42. 

Die Qreensche Punktion auf der Kugelflache. 

S(‘.hroiht man die FcMiriorscho Differcmtialgkdclmng der 
Warincd)ewegu!ig hx\ Raumo 

dn /d^n d'^u 

df ^ c)y^ 

ill niunilicluui Polarkoordiuatoii, die mit den rechtwinkligen .r, ;?/, ^ 
durch die (Jloiiduingen 

;t: roonO^ 

y - rmx Ocmu)^ 

^ ^ rHinOHiiKi^ 


Yerhunden Bind, ho ergibt nich Ixikanntlich die (lleichung 

<H Idr \ Hr/ biiii'/ do) sin^H 

Kelimen wir an, n nei yoe r unabhangig, so erbalten wir eiiie 
TemiHiraturvtsrtoilung, l)ei der keine Warme in radialer Richtung 
nach dern Koordinatenanfangspunkte bin oder von ilim wegfliefit; 
innerhalh einer nnendlich durmon Kugelschicht mit dem Zentrum 
r : 0 hewegt sich die Warme also gerade so, wie wenn die 
Sidiiclit von inneu nnd auOen adiatherman bedeckt ware. Die 
d'emporatur in einer solcben Hchiclit oder auf einer isoliert gc- 
dachteu Kngeloborfiiiidie vom Radius 1 und dom Mittcdpunkte 
r ~ 0 erfiillt also die Differentialgleichung 

(Hi ^ I 1 H / . /. . 1 

dt “ 1 Bin 0 dO V '' d o) siu^^i » cosj ’ 


deren rechte Heite wir auch durcdi bezdchnen wollen. 

Nacli der klassiscdien Methode setzt man 
H 7 ' _ _ d(p 

dio ^ H/y dt 


ThP, 


0 


und findet, indam X eina unbakannte Konstante bedeutet, 

T = 

I H / d0\ I 0^^ 

(1) J0 + X0^O, . . " ^ + A<r> = (). 

^ ^ ’ Bm()dO\ 6 ( 1 / mn^O dco^ 

Dabei ist X so zu bestimmen, daC 0 eine auf der Kugelflacbe 
iiberall endlicbe, stetig und eindeutig bestimmte Funktion des 
Ortes wird. 
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Kiinl'ti'r AbHchiiItt, 


42. 


Aus (lieser Forderung ei'gibfc sich zuniichst 


' ()-(P 


dio r:- 0; 


integriei’t man also die (Hoichung (I) luudi m mid satzf 


so tindot man dio (iloichung 

1 d (. (I 


) i iv ^(1, 


uutl diese muC eine fiir 0 t> untl fi m tnidlieluj Limuiig be- 
siteen. Das ist abor genau wiadar das Iliyidvvt'rtiirohlem den § 
imd man fmdet sofort 

A : )t(H4 1), 


wobei n wio imnier eine ponitivo ^mxm Zahl bedeutat AiUlerdem 
kann olTcubar noch I ^ mul die i^iigubdrigti FiiukticHi # aiiier 
beliebigen Koiistantou gliuehgeBetzt wnrtleiK 

IJm nuu zu eiiier Intogralgloicluirig ubtirziigidnaii bemarken 
wir zimaclist, daC fiir dan jetzt duroli birzinrbnatan Ausdruck 
die Grreenscho Gleichung 


(2) / ) d a vr. J d f ^ ^ 

gilt, ■wenn links iiber das Inuore «ii»n’ gi'ScliUmsciinn, sich Holli.st 
nicht sclmeidouden sphilrisclum Kurvo (<, nn'lits tjhor ditiso Knrvo 
solbst integriert und (lurch .V din iinUuni Normah- hczcichuct 
"wird. In der Tat ist ja dor AuBtlruok . t f iiichts nmlorcs, als 
der gewdlmlich so bozoichuoto DifferontialjinraHuitnr 


Jf 




in dem uur r = 1 geaotzt und ausgodriickt wird, dull / von der 
Polarkoordinato r unabhiingig ist. Man kann daluT dio (iroonsclie 
Gleichung fiir einen boliobigon Kamn in dor Form 


( 3 ) (3 

ansetzen, indem man dnreh dt und cin llaum- iiiid Gbf^rfliielien- 
el'emenfr'biefteichnet Niramt man dw Integmtiiiiuigfdiiat l>tgreiizt 
von zwei Kugeln r =: const^ von deren Iliitlitin dar t?ino kli'iiiar, 



Antgahinx, 


17 S 


§ 4ti. 

der aiulare gnilJin* aln Kim ist, und eiiier Kegelflaclie mit der 
Spitza r cli(‘ durcli dio Karve i< gohi, so folgt die Glei- 

chung (2) uniaitttdhar aus d<T C* iMieiischen Fennel (d), indem 
man di(* Iniogratieneii lilngn den' Uadien auBfiihrt. 

Nacdi (Ui‘Htnii Verlunaiitimgen kthmen wir den gesuchten Kern 
heaUinnnni, and /.war erkliiren wir ilm nach § 87 ala die statio 
niire l'ernpcn*aiiu*, die durcdi nine Wiirmecjuolle und oine in jedein 
Fleinant dc‘H (inuidgehit'Um anftretende, fiir die Flachon und 
Zeiteiidiait keiiHtante Wiinnenieiige hervorgerufen wird. Wir 
Huehen dann iHich m orreichen, dali der Durchschnittswert dioser 
Tenijn'ratur iiu (irundgelnei vtaw-hwindet. laegt die Quelle speziell 
irn Funkte fi - i), ho ruidc*n wir di(5 gasuchte TenniJoratur Ids 
auf einen k()tistiinten Faktor in dm GriilJe d(*B ^ 88 flir 

dcni Fall | also, wcnni h timl r Konstanlo bedeuten, in dem 
Ausdruede 

li log (I — eoB 0) + 

Hierdurc'h wird man veranlaCt, wenn die Warmequelle im 
Punkte I lic‘gt inul y oder genauer Winkelabstand 01 

int, den AiiHat/. 

/i(0, 1) <^^iog( I cony) I a ■ 2/Gt)gHm ^ I e + 

z\i machen; dabid int 

cu>B y c !08 0 \ Hiu (I HUi Oy COS {f — gq). 

Scdzt man B|)c,!ziell 

h ^ (1— log2), 

80 folgt auH (dneu* der (Heicdiungen (4) des ji 38 

I /r((), l)dNa - 0. 

Fernar kium auf eiiiem klainen, um den I\mkt I be- 
achriebenan KrtuHo tfl* ini weH<»ntlichen goaotzt werden 

K{(), 1) = -2^^ logy, 

und wenn man diesen Kreis ale Grenze ties auCer ihm liegenden 
Restes der Kugelflache ansielit und die iiuCere Normale dieses 
Gebietes N nennt, 

dK{i), 1) 


1 
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§ 42 . 


Verstelat man dn-her untor 0 eine 
der Stellc 1 mit iliron Al)leit»iiK(*ii Funktioii dos Ortes, 

und iiitegriert iiber den Kroia M, so crgilit sioh 

’.VI '2jr: 


0 


dN 


1:ty.<I> 1. 


Die Grcenaclie Fornud, niigewniidt auf diia hczeicliiiete 
Restgebiet orgibt also, wcnn nuin ft nueiullich aIm(*hiiH>n lilBt, 
in der Gronzo 

(4) j {0 J K —K.1 0) d .s 1 . 

Jotzt worde fiir 0 eino laiamig der Ghdchiiiig (1), d. li. der 
Gleichung .HP \ X0 ■ i) 

genommen. Axis dieaer orgibt. aitdi inittida der (Jrcumachon 
Formel, iingewuidt auf 0 uiui 1 und das nudirfach lionut/.to 
Restgebiet ala Integrationagt'bict, da daa Idiiionintcgral ver- 
sdiwimlet, 

also, da A von Null vorHchiedon ginioninum untl din fiir I 0 
erhaltone Ldsung boiBoite golaHHon wird, 

{0(1$ i). 

Anclerseits lindet man hdeht 

^A-((),l) U; 


also folgt aus der (Ueiehung (4) di<'. Intogralglcichung 

(5) <P 1 - A J A'((), 1) d>0.(/,s’, A iiin j 1). 

Dio Diskussiou dorsolben wird woHentlich datlureh orltdehtorl, 
daU nacb dor oben fiir A'((), 1) gogobotn'ii Foriind und iinrh dor 
Gleichung (2) des § 84 gOHotzt wordon kann 


(6) A(0, 1) = 

wobei die Gleichung 


1 ’V'' 

2 It n(« ) 1 ) 




cosyoi cos/icoBdt 4 sin// Bin//, <uw(</i • t/ ,) 
gilt. Denkt man nun fur einen Augonblio.k don Dunkt // 0 

in die Stelle 1 gelegt, so gebt die Griibe /’„(coh 3 -,„} in /'„(oos//) 
Tiber, ist also Lbsung der Ijegondroschen Gloicliung, die als 
spezieller Fall der Gleichung 

^0 + n(n j l)d» - 0 


^ Mehrdimensionale Aufgaben. 

aufgefaCt werden kann. Diese ist aber vom Koordinatensystem 
unabhangig; mithia ist P„(cosni) eine ihrer Losungen auch bei 
beliebiger Lage des Koordinatensystems. Daraus folgt nacb dem, 
was soeben gezeigt ist, daC P„(cosyoi) aucb eine Losung der 
Integralgleiebung (5) ist, die zu dem Eigenwert «(w+ 1) gehdrt; 
diese GroBe ist also orthogonal zu jeder Ton der Stelle 0 ab- 
bangenden Eigenfunktion r„, die zu einem von «(»+!) ver- 
schiedenen Eigenwert m {m + 1) gehort. 

Multipliziert man nun die Gleicbung (6) mit r„, so ist ibre 
rechte Seite gliedweise iiber das Grundgebiet integrierbar. Denn 
legt man wieder fiir den Augenblick den Punkt d = 0 in die 
Stelle 1, so kann man zunacbst nacb co gliedweise integrieren, 
da diese GroBe in der Reibe (6) gar nicbt vorkommt. Dann 
aber kann naan aus den Entwicklungssatzen des § 33 die Forrnel 

^ 1 c» 'b ^ 

Fl ==jp:(l, «)/•«. des 


entnehmen. Daraus folgt, dafi die Keihe (6), mit sinddd nnd 
einer beliebigen stetigen Funktion von 6 multipliziert, nach fj 
gliedweise integriert werden kann, womit das Behauptete be- 
wiesen ist. 

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleicbung (6) 
sind aber zu Tm orthogonal, mit Ausnahme des m n = m ge- 
borigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme 
nnd man erhalt 


(7) 


Y„l 


m (m -j- 1) 

1 {m+\) 

2 jr w (w + 1) , 


=1 


l)ds 


Y,nPm(COSyoi)rfs. 


Ware librigens der Eigenwert, zu dem gehort, iiberhaupt 
nicht in der Form n(n-t-l) enthalten, so erhielte man rechts 
liber all 0, also die Gleicbung 

jZ(0, 1) = 0, 

so daC Yvn, keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets 
geltenden Definition ware. Damit ist gezeigt, daJS die Zahlen 
n(n -\- 1) die einzigen Eigenwerte der Integralgleiebung (5) sind. 

Die Gleicbung (7) aber zeigt, dafi die zu einem bestimmten 
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen der Gleicbung (5) Losungen 
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Fihiftin* Ai»si’h«lu. 


§ 4'J. 


einer beBondoron IntcgralKleichiniK si ml uiid nls Kt)lclu> allu zu 
demselboii Kigeiiwort goldinai. UtT K(*rn dioacr (ilidclimig liiut 
sich iiacdi oinor elemontarou Fonmd aun d<'r'l'lit'ori« dt-r Lf^Kcnulre- 
scheu I’olynome, dtsiii «og(*iianiit.('ii AdtlitioiiHtlu'orcni dcr Kugul- 
fuiiktionen, in folgondor Form darsfi'llcn: 




daboi iwt gestst/t 
;*>' - . 




(in - (■)! 

(;« 1 )')! 

tp. 

0 

. }\n 4 

Mil*' /I * 

cf .#•*’ 


Setzt man dioHtm Wort von i» dio Hpozitdlo Inte- 

gralgloitibung (7), ho aioht umn, dab l’,„, il. It. dio nllgomcinBto 
ziim Kigenwert »* (»» f 1) gohiirotnio Migoiifunktion dor (iloi- 
cbuug (f)), alK liiioimm Aggre*gat ilor '2 m i 1 tirtilion 

(8) .vmvii', >• 1, 2, ... w 

dargestellt wordon kann, DioHo Hind HiiiiitlioJi Hpoziidio (iiiiOtni J'„,; 
in der Gloicliuwg 

0 1 -- m {m f I ) I 0 tt . A' (d, I ) it s 

gehoren alao zum Kigonwort in (m ! 1 ) gonan 'J m 1 1 liiiour 
unabhangige Kigenfunktionon, olion dio (Jnilion (h), dio mir noch 
nicht norrniert sind. 

Man erhIU dio nonniorton Funktionon tniltolo ilor aiif oIh- 
mentarem Wage aus der I.egoiHi roBobon IHllisiontialgloiclmug 
folgenden (Jleichungen 

2 {>) i »•»! 

2» I I (ii ' »')! 




und der bekannten Formeln 

s« |» 

fc08*»'^dqB nrr j mil* d " jr, 
i> 0 

Man siebt aus diesen Formeln, dab man Hotzon kann 


(2n+l)I>,(co8y«,) 


4a; 




wenn 9j„o, 9nn-** 9ii,si« die zum Kigoimerto «(» j I) gohdrigen 
normierten Eigenfunktionen Bind. Dividiereii wir beidonnsits durch 



Mehrdimensionale Aufgaben. 
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§ 43 . 


— n(n-j- 1) und summieren liber die Werte n = 1, 2, , so 

erhalten wir die bilineare Formel der Gleicbung (6) zufolge in 


folgender Gestalt: 
1 


4:7C 


[log(l 


1,03 0,2n 

cosyoi) + l-log21 = ^ -y 9>«v0-y,,vl 

nv «(«+!) 


§ 43. 

Warnieleitung in der Vollkugel. 

Bei der dreidimensionalen Wai-mebewegung in einer Voll- 
kugel gilt die Randbedingung 

du , , ^ 

j^ + hu = 0, 

wobei N die aufiere Normale, h eine positive Konstante bedeutet. 
Die Fourierscbe Differentialgleichung transformiert sich dann 
in die scbon in § 42 gebraucbte Form 

du 


dt 


— 


a2 f 0 


Y^\dr 


0r; + sind d(i V ^de) 


1 d^u\ 


sin26l do^\ ' 


wobei r, d, o wie am angefiihrten Orte die sphariscben Polar- 
koordinaten bedenten, Setzen wir 

M = ~ = 0, 

U t 

SO ergibt sick fiir V die Gleicbung 

^r+xv=o 

nnd die Randbedingung 

dV 


dr 


-^hV = 0, 


Substituieren wir ferner 

X = COS0, V = 

wobei jeder Faktor eine Funktion der durcb den entsprecbenden 
kleinen Bucbstaben bezeichneten Variablen allein ist, so erbalt 
man die Gleichungen 
d^F 


' r dr ' \ J 


d^Sl 


dc3^ 

Kneaer, Integralgleichungen. 2 . Aufl. 


-f = 0, 


12 
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wobei clurch m uud n Konstiintc Imwsiclnu't siiid. Fur diose aber 
ergibt sich leicht, daU ganzii Zahlun «f'in rniisKt-n, die dann 
offeiibar poaitiv goiumunou werdcu kitiuu'n. Fitr n folgt dies 
daraus, daU SI uotweiidig luicb dfiii Arguuu'ut w die I’eriode 2% 
habeu luuli, fiir w daraus, dab dii^ zwtdtu (Jlcichuiig, da Hi« durch 
die Substitution 


aus dor LogeiidreHchoii abgcdeitot vvordou kaiin, nur dann oin an 
den Stellon ./■ = * 1 otuiliehes liittigral lutsitzt, wenn n eine gaiiizo 
Zahl iat. Dieses Integral ist. dann 


l)a nun aueh It an der Sudle r 0 cndlieh sein muB. 
lehrt die fiir diese (JrbIJo erhaltene Differentialgieiehnng, dab man 
bis auf oinen konatanten Kakter 

It -■ I I jCv >') 

sotzen kann; die Fiigenwerte oder A wtsnltni dureh die (Heiidiiuig 

,1 If r I 

-y ~ 0, 'stpl t 0 ^ ** 

(tr I 

bestimmt, und die positivon W urzeln dieser (Ueiehung uiiigen durel 
+ 1 , 8, . . . bozeiclmet werden. Die Wurzel A • 0 fiihri 

zu einer identisch verschwindenden Futiktiun U. 

Die Bligeufunktionou siud also, wonn p* • A„ , . „ gesetzt wird 

Jm 4 .i/,(pr)coHft©, /’.".r.r , ,,(pr)Hinp‘'>; 

dabei sind fur ft die Werte 0, 1, .. . '2m zu nehtnen, bo dab in 
ganzen 2jn-l-l Eigonfunktionen zu einimi F.igwuwert gehiiren. 

Um sie zu norinieren, hat man ihr Qiuulrat nut -r^drdj'do 
zu multiplizieren, uber den llaum der Kugol zu iutegrieren unc 
durch die Quadratwurzel des erhalteuen Integrals zu divi<liereii 
Dae auezurechnend© Integral iet also 

a« 1 +1 

Afi = l d© jrdr j dx[pjSa-. J„ + i;j(pr)cosft»P> 

0 0 ~ 1 


4:i. 
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Oder dersolbo Ausdruok, in dem cos durcli sin ersetzt ist. Be- 
riiclcHichtigen wir die in § 42 gebrauchte Formel 


t 1 



! 


.rl /'i' a-t = 


(m — fi)! 2m + 1 ’ 


uikI sotzen wir 

I 

() 

HO erhaltoii wir 


+ TV f., 

(w — ;j)l + If* 


0 ), 


A a ” 


2 31* 

m ■ [ 


N 


in i i/ 2 » ** * 


UasseUan c.rgii)t sich, wenn sin a durch cos fx co ersetzt wird. 

Auf (hnind dieses Kcsultats konnen wir die bilineare Reihe 
bilcion, deren (Uie(ier voin Typus 

i’ qu 0 . <p 1 

' A 


Bind, wobei im Zahler iiber alle zum Eigonwert A gehorigen nor- 
miorten I'iigenfunktionou sunmiiert wird. Man erhalt so den 
Ausdruck 

(r rj ) J,n f 1/3 (() >■) '/« + i/s (p n) . (p 

2 3K p ^ H- i/j, n 


wobei <p durcli die Gleichung 

q» =; J . . (?W -1- ^ 

= {in “t- J) J?m (cos yoi) 

und yoi durch die Gleichung 


cos yo, = X a/i + yi — a-* yT— af cos (9 — qt>i) 

definiert ist. Die bilineare Ileihe geht hiermit in folgende Ge- 

stalt uber: 



(r fi)'^ {f)i 4 * f) -Pm (cos y Qi) Jm + 1/2 (q 0 +^2(9 ^^ 1 ) . 

-t- 1/21 4- V 21 « 
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Nach den Formeln in § .‘$‘2 ist uun die Summation iiber n 
sofort durchzufuhren. Man erhillt uutei’ der VorauHsoteuug 

/»-.’>(), r-.r, 

die Gleichung 

J M + l/s {Q 0 + 'h{Q 


s 


1 1/ >■ 


(r r,)"' * ' ■•= 


ic;) 


(r rj Y' ! 


'I 


)H I h 


Ist 'r>fi, so ist (lurch ^ m arseteeu* Hit^riiach wircl fin* den 
fj r 

Fall r<ri die bilineare Uoihe folgcmtlen Wert eriialten: 

{) 00 

1 "l!; t ym 


* ' I'/i ' "’''*'"1 


Diose Reihe aummiert sich niit llilfe der bekannten Konnolii 

0 , 


1 


y 1 — 2 06 .r +■ 




1—062 


n, 


= ^ {2j« I 1 + 


(y'l — 2 «a :4 «“) 

f (1 __ (2m f !)«"• 

J(Vl -2«;r 4«»V' ^ 

0 

Speziell erbiilt man fiir den Kail h — 00, also fiir die Hand- 
bedingung 

0 

die Gleichung 

A'(0, 1) 


L 

4ac 


y^-j — 2rfiC08y(„ 1 r/ ]/l — 2rr,coHj'|,j f r^r'f. 


Dieser Ausdruclc ist die in der Elektroatatik auftrotfmdo gewdlm- 
liche Greensche Funktion des Vollkiigolranmes. Im Falle oiues 
endlichen positiven Wertes von h erschoint nocb das (Hied 

r 

r-'* f (1 — 

Vl — 2 rrj cos ym f >•* r 

0 


Mehrdimonsionalo Aufgaben. 


181 


44 . 


§ 44 . 

Darstellung willkiirlicher Funktionen 
auf Grand der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen. 

Die bisherigen Satze uber bilineare Reihen bei Greenschen 
Funktionen als Kernen koimen niciit aus der allgemeinen Theorie 
des dritten Abschnitts abgeleitet werden, wohl aber gilt dies yon 
gewissen allgemeinen Sateen iiber die Entwicklung willkurliclier 
Funktionen nach den Eigenfunktionen der bezeichneten Kerne, 
sobald diese als brauchbar unstetig ini Sinne des § 19 nach- 
gewieson sind. Es liandolt sicli dabci um folgonde Ziele. Vcr- 
stehen wir nnter 0 stets eine im Gnmdgebiet stctige Funktion 
der boigofligten Stellen uiul sateen wir 

ci>(0, 1) rr. A^O, 1) 1), 

= 1) A:(1,2) 0{i\ 1 , 2 ), 

so ist zu zeigen, daJB die Integrale 

(0, l)rfsi , j F(0, l)cisi 

im Grundgobiot stetige Funktionen, das erstc der Stella 0, das 
zweito der Stellen 0 und 2 sind, und dab in den Integralen 

(1) j j0(O, l)f/sdsi, jJi'XO, l)cit.sv?A3, 

(lie Integratioiien vortausc.lit werden diirfon. Sind die Beliaup- 
tungon bewieseii, so kann man die OroUen I) auch als stiickweise 
stetig annelinion; dadurcli gelien die betraclitoten Integrale in 
Summon von solclien Ubor, die mit stetigen (I und nnderen Grund- 
g(d)ioton gobildet sind, und die behaupteten Eigenschaften uber- 
tragon sioh sofort von den Summandon auf die Summe. 

Um nun das gewiinschte Ziol zu erreichen, gehon wir davon 
auB, dab im Falle des ebcuen Grundgebiets, das wir K nennen, 

1) = 0 ^ log J +0(0,1) 

gesetzt werden kann; boi den auf die Grdbe bezuglichen Be- 
Jiauptungeu darf also einfach abkiirzend 

Z7t roi 

gesetzt werden, da die mit fl(0, 1) behafteten Glieder wegen der 
Stetigkeit dieser GrdCe keine Schwierigkeit machen. Dasselbe 
gilt aber auch von den auf F(0, 1) bezuglichen Behauptungen ; 
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denn nacli dem vereinfachteii Ansatz fiir A'((), 1) iinterticlieidet 
sich 1^(0, 1) von dem urspriinglicheu Wert um (Jlieder wi<^ 


1 

2® 


log 


‘ ■«((), 1,2), 

^ 01 


^ log J ■(!((), 1,2), 


2 Iff 


die wieder, wenn dio auf ^(0, 1) heziigliehen Beliauptungen be- 
wiesen sind, koine Schwiorigkeit maelien, da Ki(> ala Ausdriicko 
<l>(0, 1) odor 0(1, 2) botrachtet worden kdnnen. Wir bleibon 
also game bei dem abgokurzt('.n Ausdruck fiir A'((i, I), dor alios 
Gowunschte leistot, woun dor Howeis golingt. 

Bozeichnet man nun durch Go don lUmt, dtu’ iibrig bleibt, 
wenn vom Oebiot G alio dio Ungloiohung i\n ■ ^ a orfUllondou 
Stellen 1 bei irgend einer foston Lago dor vStollo <) woggolassen 
warden, so ist 

(2) J0(O, l)ds, = {0(0, l)d.s-, -1 J 0(0, l)^As-.-, 

a. 

ein Integrationsgobiot wie ' a ist bier wie weitarhin inmier 
so m vorstelien, daC luir Stellan d(‘B CSelnatH in Batracht ga- 
zogen werdeii. Verstehen wir aber unter W aina (IniOe, die 
zwiseben festen von 0 imd a unabhiingigan Sediranken lit^gt, so 
konnen wir setzen 

(3) f 0 (0, 1) d s, = W { <h, log ‘ W . t «, 

and ist, wenn man iiber den gaiizan Krais ^ a intt^griert, 
eine leicht, wie in §35, durcb a ausdruckbare (iriiCa, fiir die die 

limd'a I. 0 
II n 


gilt und gultig bleibt, wenn nur oin 'I'oil dos KroisoH in das 
Gebiet (£ fiillt und als Integrationsgebiot benutzt wir<l. In dor 
Gleichung (2) kann also der zweito Humtnand duroli iiaHScmdo 
Wahl von a unter eine vorgeschriebene Schraiiko lu'rabgodriickt 
werden und bleibt unter derselben, wenn dio Sttdle 0 goiliulort wird. 

Jetzt werde die Btelle 0 um eine hinroic.hond kltuno Strecko 
verschoben; dann andert sich das Gebiet G,, und dio in ilini 
stetige GroBe 0(0, 1) beliebig wonig, ebonso auch dor ersto 
Summand auf der recUten Seite der Gloiohung (2); die gosamto 
Anderung der GroCe 

setzt sich also aus zwei dem absoluteu Botrage nach heliobig 
kleinen Summanden zusammen; diese GroCe ist als stetigo Funk- 
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tion der Stelle 0 erwiesen; dasselbe gilt wegen der Symmetrie 
des Kerns -^(O, 1) von dem Integral 

J'®(0, l)ds 

(f 

als Funktion der Stelle 1. 

Um nun weiter die Integrale 

J = JdsJ<&(0, l)ds, J= jdsi j®(0, l)ds 

als gleich nacbzuweisen, sei (S^ der Rest des als Ort der Stelle 0 
betraclitoten Gebiets nacli Anssclieidimg der Stellen 0, fiir die 
rio * . «; dann sind zuniicdist die Integrale 

= f d s [ 0 (0, I ) d s, , = J d ,s‘i J 0 (0, 1 ) d s 

Tv (<•() (V 

gleich, Jo = Ji] denn das Integrationsgebiet beider ist die Ge- 
samtheit der Stcllonpaaro 0, 1, in denon roi'y>a und im tibrigen 
0 wio I im Gebiet (S beliebig gewahlt warden. In diesem Gebiet 
ist <&(0, 1) stetig, die Integrationen also vertauschbar. Weiter 
ist offenbar 

J - --- j fi s j 0 (0, 1 ) d Si , J— 7, = [ (Ls'i j 0 (0, 1 ) (? s ; 

wendet man also die Gleichung (H) an und die aus ibr ent- 
stohendo, indem man 0 und 1 vertauscht, so ergibt sich 

™ f/ — c/i r— W.ifd^ 

wobei die Zeichen violdeutig gebraucht sind. Da nun 
so folgt au('h, dali die GroBe 

J — J a 

gesotzt und mit a beliebig herabgedruckt warden kann, also, weil 
yon a uuabluingig, yerschwinden muB: 

(4) J ~ f7, j (I s j 0 (0, \)dSi d Sj j 0 (0, 1) d S] 

(I cs m 

die auf die tiroBcn 0(i\ 1) beziiglichen Bebauptungen sind be- 
wiesen. 

Um nun ontsprechende Betrachtungen fur die mit F(0j 1) 
gebildeten Integrale durchzufuhren, sei ©a das Gebiet, das yon (S 
ubrig bleibt, wenti alls Stellen 0, fur die ist, ausgeschieden 

werden; ist I die yeranderliche Stelle des Gebiets 6, so wird, 
um zu erhalten, das Gebiet <C « ausgeschieden. Dann hat 
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die GroJBeI'’(0, 1 ) im Gobiet diesollfon Eigoiisehafteti wio tp (0,1) 
im Gebiet die Integrale 

©2 ffl2 ®2 

Bind also im Gebiet @a stetige Funktionoii, tier Htello 0 das erste 
und der Btelle 1 das zweito. 

Weiter zeigen wii', duB man sotzen kann 

mi * " 

wobei die Schranken der GrdBo W von «, 0 und 2 unabhilngig 
bestimmt werden kdnnen. Fallen niimlieh die* Htollen 0 und 2 
zusammen, so ist 

jjXO. j' to, ■ 1.., «((!. 1, aXl-s, 

^’21 <« 

rai< « 

fallen (lie Stellen 0 uiul 2 auBcinaiidar, ho ist ofl'oiibar 

l)d.s, = 

1*21 <■ a r^i a 

und in beiden Fallen kann man sotzen 

(5) l)d8i “ ’F.i/'rt, lim4'rt “ 0. 

J « U 

^21 

Nun ist nach der Definition dee Gahiets tij 

jf-CO, l)d8, = [>’(0, l)ci8. + 

Gji Tf { <1 

scheidet man aus dem Gebiet noch alle Stellen I huh, fur 
die roi <C « und nennt den Rest (SjO) so ist F{Q, 1) in diesem 
stetig und man hat die Gleiclmng 

(6) jp(0,l)dsi = |f( 0, + ji'XO, l)d8, ( 

® rfi < ti r»i < tt 

in den letzten beiden Integralen sind nur die in fallenden 
Teile des Integrationsgebiets zu berUoksichtigon und etwaige 
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gemeinsame Teile der Gebiete foi < ^ einmal. 

Da nun ^'(0, 1) beztiglich der Stellen 0 und 2 symmetrisch 
gebaut ist, so ist in der letzten Gleichung auch das letzte Glied 
der recbten Seite von der Form W.xlja^ ebeiiso wie nach (5) das 
vorletzte; beide sind also bei passender Wahl von a absolut so 
klein, wie man will, und bleiben so bei Veriinderung der Stellen 0 
und 2. Andert man diese aber hinreicbend wenig, so iindert sich 
das Gebiet (S^o stetige Grolie 1) beliebig 

wenig; dasselbe gilt also von der ganzen recbten Seite der 
(Jleiclmng (6); das Integral 

(7) j /'’(O, l)c/.s, 


ist cine im (iobict (■'v. stetige Funktion der heiden Stellen 0 und 2, 

Da fornor im Gebiet die Grcille F{0^ 1) dieselben Eigen- 
schaften liat wie 0(0, 1) im Gebiet (5, so hat man nach der 
Gleichung (4) 

(B) I d s j F (0, 1) =1 d Si I F (0, l)d s. 

{S%. (Vo 

Di(^ (Ueichung (5) aber ei'gibt 


(•io (^'n 


(f) 


J 4s j /''(<>, l)i 


d 8i — W . 4' (t , 

(•i'y, t\\ ^ a 

und unmittelbar folgt aus der Stetigkeit des Integrals (7) 


(10) 


j j" 1)4 Si W.rl)a. 


Addiert man die (JniOen (0) und (10) zur linken Seite der 
Gleichung (8), so warden in dieser die Integrationsgebiete 
(lurch ® ersetzt und man sieht zugleich, was nicht unmittelbar 
orsichtlich ist, 

(U) j’4.s' l)4Si lira j 4s j ^’(0, 1) ds,. 

(I (^3 I9u 

Ebenso lindet man leicht, da 


Ji'XO, l)4s = A' (1, 2) 1^(0, 1) 4(0, 1,2) 4s = JS: (1, 2) W . tp a 

f’t/a <„ It ♦'*20 
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gesetzt werden kanii, 

(12) jrf.s [ F{0, l)(h =^K{U2)^F.tn.<ls, W.Hur, 




endlich 


jdsi O'/s -J >) h'2}<h, 

1*21 <:iu ^'2J ’ '' 


iind da hier dan iunare Iut(*gral rtaVlits niudi (Ian Siltzau ilhev 
0(0,1) eine Btotiga Fuuktion der Htallen 0 tuid 2 ist, 

(13) [iis, [ F(t^ 

r^i - ** & 

Addiert man die GrdBon (12) tind (13) mr Heita der 

GleicliuDg (8), so erldilt man die CHeielmng 

(9 C9 lt.» 14;, 


die vorbunden mit den (lUuehungeti (H) luul (II) zu der ge- 
wiinscliten Bezieliung fuhrt: 

|dsj*F(0, l)(isj j (/^ij F{i\ \)ds, 

(I tf (t {# 


Leichter ist das ontHprechende KrgelniiH fiir dan driite der 
Integrals (1) zu erzielen; ist der Rest des Ctehieies G, naeli 
Ansschinli eines Kreises vom Iladins a um dm \ Mitteipnnkt I, ho ist 


(14) % 


+ 


j'f(!Sa|F(0, !)</« -= j" A'(l, 2)</.Xi, j" A'(0, l)/l((), I, 2)fA4 

If IS 0 1* 

|A'(l,2)fiSsJ A'(t), !)//((), I,2)f/.s [ j A'(l,2)«(l, ‘2)<h, 

til (f r,2 . ti 

I" A''(l, 2)rf.sj j A'((), l)ll{{), 1, 2)(As 

tSl 

A'(l, 2)fA<Js| A'(0, 1)/1((), 1, 2)(Ih 1 j A(l, 2)11(1, 2)(/.s„ 


no < a 


n-i' 


0 (1, 2) = I A'(0, l){) (0, 1, 2)ds =r j" 0 (0, 1 ) tis 


wobei 
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nach den fur die GroBen 0 erhaltenen Satzen eine stetige Funk- 
tion der Stellen 1 und 2 ist. Der erste der in der Gleichung (14) 
erhaltenen drei Summanden gestattet die Vertauschung der Inte- 
grationen, der zweite und dritte konnen mit a beliebig lieral)- 
gedriickt werden. Vertauscht man im Ausdruck (14) die Ele- 
mente ds und so bleibt der erste Summand derselbe, der 
zweite und dritte behalten die angegebene Eigenschaft; von dem 
ersten unterscheiden sich also beide Integrale 

|*rf.S2 |i^’(0, l)rL«?, l)rZs2 

{*• (*:' (V 


beliebig wenig, sind also gleich. 

Damit ist die Greensche Funktion Ji(0, 1) des ebenen 
Gebiets als brauclibar unstetiger Kern im Sinne des § 19 
erwiesen. 

Dasselbe gilt von der Green schen Funktion des raumlichen 
Gebiets: man braucht nur in der ganzen durchgefuhrten Schlufi- 
reihe die Zeichen 

ds, 10g,\ log;-, log (5 


durch 


zu ersotzcn. 


rfr, 


'01 

I 

^01 


>^02 

1 

^02' 


^)f 


^12 


Jetzt sind die Satze des dritten Abschnitts auf die im gegen- 
wartigen Absclmitt betrachteten Kerne anwendbar; bestimmte 
Ergebnisse erhalt man, wenn man Begriff und Eigenschaften der 
(j[uellenmafiigen Funktionen beachtet, wie sie in § 37 entwiokelt sind. 
Wichtig ist zunachst die Beziehung 

= z/f Z(0, l)/”! .rZSi = -/O; 

aus ihr folgt, daB eine im (irundgobiet stotigo Funktion nur danu 
zum Kern orthogonal sein kann, so daC 

l)fl.ds, = 0, 

wenn sie identisch verschwindet. Zum Kern orthogonal ist aber 
nach § 22 jede im Grundgebiet stetige Funktion, wenn sie zu 
alien Eigenfunktionen orthogonal ist; eine zu alien Eigen- 
funktionen orthogonale stetige Funktion muB also iden- 
tisch verschwinden. Das heiBt, aus der Gesamtheit der 
Gleichnngen j/•0.«p„0.^^s = 0 

folgt die Identitat f0 = 0. 
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Sodami lohn'.u dio allgtaiKuiicii Jiatzc, dali jode (iiudloumiiBige 
Funktion auf dio Fouricrachu W(*i,so nach don Kigonfuiiktionen 
entwickclt werdon kauir, nach ^ :i7 fnlgt hicmvia, <la[i jcdo die 
Raiulbedingung erfiillciKlc, auf dcm (i ruiidgobiet mit 
ihren ersten Abloitungcn stetigc Funktion, <lio stiick- 
weise stetige Ableituugwn zwi'ittu- und drifter Orduung 
bpsitzt, auf dio Fouricrscho WtuHo nach don Kigen- 
fuiiktionon ontwickolt wcrdcii kann; 

I,iX> 

n 




(las ebene Gruiulgebiet kaiui durrh dan riiiiinlicdu', (Ik diirch dt 
ersetzt werdera 

Hieraus ergibt sich nuch dta* iiiahrfatdi grbrauebten Metliode 
die Abgeschloastmheitsndatiou 



O.i/k 


ill der /'(.) eino stetige Funktion iHuiinitet; mv bernlit wenentlieh 
auf der Mciglichkeit, oiue stetige Fimktum dinrii <|uelleiiiuiil]ig(} 
annaliernd darzuBtellen. 

Weiter kaun jotzt bdeht etngeHehen wardtni^ daO die An- 
zahl der Eigenfunktionen unendlieh ini. Ibum huh der 
Integralgleiclumg 

(pi = Aj/ir((),l)(pO.(/s ^ A f •1/(0, l))</-0.</s, 

in der A/ stetige Ablcitungen jodor Ordnnng IwBitzt, folgt, dali 
die (iriiBe <p 1 hinsichtlicli ihror StetigktdtHoigonHchaftt'ii als 
Potential einer Masse von stedigor Dichtigkeit nngoschen worden 
kann, also nach don allgeinoinen Siitzon der Potontialtheorie 
stetige Ablcitungen erster Ordnnng bositzt. Oanitch lumitzt aber 
wieder die Dichtigkoit stetige Ableitungon erstor Ordimug, also 
das Potential solohe zwoiter Ordnung usf.; <la die (JreeuBche 
Funktion an rogularen Stollen iiur stetige Ableitungcn lieliebig 
holier Ordnung besitzt, gilt dasselbe von d«n Kigenfunktionen. 
Eben dies wiirde dann auch von einer linearon Verbimlung end- 
lich vieler Eigenfunktionen gellen; es kiinuto also nicht (lurch 
eine solche Verbindung eine Funktion niit unstotigen Ablcitungen 
zweiter Ordnung dargestellt werdon, was dotdi der allgeraeiue 
Darstellungssatz als mdglich festsbsllt. 
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Beachten wir zum SchluJB nocli den losenden Kern 

r(o,i) :=Z(o, + 

Die unendliclie Reiho ist ebenso in jeder der beiden Stellen 0 
und 1 bei fester Lage der anderen gleichmaBig Iconvergent, wie 
die Reihe 

Atqi 

n 


(lie Grbfien r(0, 1) nnd jr(0, 1) untersclieiden sich also nm eine 
8toti|j?o Dii'ferens; ^)((), 1); die GroJSe r( 0 , 1) hat dieselben Un- 
stctigkeiten wio /f(0, 1). Nmi gilt die Ilesolyente 

r'((), 1 ) == A' (0, 1) + A j r(o, 2) K (2, i) d 

also, da z/it((), 1) = z/, A(0, 1) = 0 ist, 

r(0, 1 ) = I" r(0, 2) K{% 1) dsa 

= A f ( /v (0, 2) + « (0, 2) ) K (2, 

(15) 

I (0, 1) I- J d (0, 2) A(2, 1) (As,. 

Das ersto Glied der recAten Seito ist aber leicbt auszu- 
rechnen; ist von der Art eines Potentials, wie es am Schlusse 
des § 35 betrachtet ist, und dainit bleibt, obwolil die Dichtigkeit 
stellenweise unendliob ist, die Poissonsohe Gleiclmng erfiillt. 
Ist /C(0, 2) die Dichtigkeit an der Stelle 2, so findet man biernacli 

.:/iA'a((), 1) = ^A»(0, 1) ~ — A((), 1) 
und nach (15) 

^,r((), 1 ) = -A(A(o, i) + o{o, 1 )) = -Ar(o, i). 

Die Differentialgleichung 

Ar= 0 

hat also eine die Eandbedingung erfiillende stetige 
Lbsung, die als meromorphe Funktion von A. darstellbar 
ist; ihre Pole sind einfach nnd liegen an den Stellen 


if(0, 2) A(2, 1) (As, -f A./i f 0 (0, 2) A(2, 1) (As, 
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Kutill'T 


§ 45 , 


S 4r>. 

Enlwicklung unstetiger I-unktionen. 

Auf (irurid dcs frlmltfiii'ii laHhcn Kich auch Kin- 

sicliten clarulHir gowiiinen, iuwiffiTu inihfflitjc Futiktimien oder 
solclie, tlio uiiHti'tigt' Alilfilnii^i'ii ln-Hitzini, nai-h tlcn Higen- 
fuiiktioium eiiK'H Kerns entwickflt wmifii liit.Ni, 

siiid allerditigH von HpeKiellon-m (’hnraktiT h!s dii' hinlaT erlmlteuen 
uiid bozielien molt niir tiiif di'ii FhH. ilali dii* hilitteare Forinol 
in gowiaHotn Siime gilt. 

Wir boschritnken uim uiif l•l•bl■•t«• vnti zwai I bincnHioneii, in 
denon dor Korn A’(li, \) unslettg w ild wif (| ‘i at ) big 

8oi dl das F, lenient einer int l intiiilgiduet vi rbinfeiideti KurveJl! 
in welcbom dor I'uiikt u liegt, ,V ihe Nurinub*. tin-, wejin dio Kurve 
geschloason ist, nach HiiBeii gerioblet Man ^41. lb,, lliebtungon N 
and iV'soiou oinunder enlgege)tgi-»,el/,t. lismu bat tun den Itib'gralon 

01 [d/./'if. A'lO, !), Ml 1,// ^,1 

J ' d .S 

das orate dio Kigensolmfien ties bigaiithmimbfii FufentialH ningr 
einfach belegton Finie, d.'is -/.write e,t mi we-ientlirbi-n daa I'ntim- 
tial einer doppeit belegteii t.int,- ihiltei miili die l-unkUoii /’() 
langa dor Kurvo St mil tbrer ei>.feii Udeitnng stetig Hoiu und, 
falls dio Kurve ft im Uainle de» t u im !gehi. te» emiigt, in dioaem 
vorachwindon, urn Singiilanluli n /ti veihmdeni, lias Integral 0 
biotot danii, wonii der I’uiikt 1 die Kmv.' .U p!w»ieit, fur die in 
normalor KioJitung gebildete .Aldeilung .he nie, <l,<r I'otential- 
theorie bokannto I'listetigkeil diir. 

d 0 I , il 0 1 

d.V, ' ,IS, 

Daa xwoito iiitegnil i»t selbst in ijej- \Seit»e un^tetig, dali die 

(ileichuRgeii 

c-ll ■ If I, HI , ; / I 

bestelien; cliibai nolliia tutil ilir ifirn/wrrtu liniriilisiii tliMs 
sich (lie C#rtiIJe H iiiiiiiifitti't wnm iiiiin tun ilrr Sr'ite» iiiieli ckr 

die Iliiditiiiig N liitiwid^tj inter tiiii ilrr Siite 

gegen deij der Karfe itriiiiiliungHi I^niik i hrt%mnriL Vmwrmt 

ohne weitirin ersichtludi , daU IihiIp # iiipl w imSifliilb 

dcr Lillie It' im giiuxeu C.iniiiil||idiirl F.iiiPtiwdiiifteii tis- 
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sitzen wie die quellenmaUigen Fuaktionen, insbesondere, dab sie 
die Randbedingungen der Greenschen Funktion erfiillen. 

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe 

. (Pn l 

gleichmabig konvergiert, sobald der Abstand der Stelle 0 von der 
festen Stelle 1 iiber einer festen positiven Grenze bleibt, so kann 
man in dem Integral 0 gliedweise integrieren und erhalt die 
Grobe 0 I nach den Eigenfunktionen g)n 1 entwickelt; dock gilt 
dicse Entwicklung zunachst nur auberlialb der Unstetigkeitslinie. 
Man hat also einc spezicllo Funktion entwickelt, deren Ableitungen 
in der Kurve die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt. 

In den von uns niiher untorsuchten Fallen der §§ 38 bis 43 
ist ferner auch die bilineare Reilie gliedweise differenzierbar in 
dem Sinne, dab die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet 
gleichmabig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man 
kann also auch fiir' & eine Entwicklung nach den Eigenfunktionen 
erhalten, also fiir einc Funktion, die an der Kurve ^ selbst un- 
stotig ist. Auch hier bleibt zweifelbaft, ob und in welchem Sinne 
die Entwicklung in der Unstetigkeitslinie selbst gilt. 

Es mub noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent- 
wicklungen Fouriersche siud in dem frliher definierten Sinne, 
dab also z. R., wenn 

01 = 2 1 

n 

gesetzt wird, die (Ueichung 

a„ — J 0O,(pnO,(ls 

besteht. Davon uberzougt man sich leicht auf folgende Weise. 
Man hat zunaclist unmittelbar die Gleichung 

' A 

Setzt man hier ein 

rf/ofO. f7«:(0,2)9()„2.(Lv 



1,00 

2 


so folgt 


a, 
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Kiiuftor Almehultt, 


^ 45 . 


ScUlieJlt niuii nun aus dniu (Jrundgfibittt ninen bitliebig sclinialeii, 
die Kurvo If uniBchlioCondeu Streifeu huh uml bezeicluud don 
Host durch (S', ho kiinu man Kotzen 

[/C{0, 2)<;.,.2.</a, -r. j /v(U,2)(;„2.d.s-, d f, 

(V 

nnd a liegt doin abscduton Hetrago naob untor (>im'r (livn/.o, die 
init der Broite des auHgOHc.bbwsciuiU Strcibnis un(>ndli<‘b nbnimnit 
und von dor Btelle 0 nnabhilngig ist. Hioraiis folgt 

a„ -= f' -f j'(//|,/’0 . 1 A'(t), 2)(fi„ 2 . (I 

« IS' 

wobei js' cine GroBe von dorHolben BeHidiaftVnbfifc win a bodoutot. 
Ilier kdnnon die Integratiouen vortauscht wordon, ho daB man 

erhalt r r 

;;;= I-' 4- j (I . <f)„ 2 . 1 /‘O . K (U, 2) (/ 

{* ' Si 

nnd da dan Integral 

‘ fi)J{ {0,2) d I,, 

den (Jharakter eiiiOH Linienpotentialn hat, nhu iiIh Ininktion der 
Stelle 2 im gaiizoti (Iruudgobiet stetig ini, bc^ knnn man in dam 
letzten flir gegabenen Aimdruak dundi alma 

daU das Integral aich um mehr ak tdmm Batrag ilndert, der 
wiederum die BeBchaffenlunt der UriilJe i IjaHitzt. So erhillt inaii 
die (Jleiclnmg 


(Xn 




Oder, da h* und baliebig klain gemacht werdoit kunnan, 

a„ ™j(is3.9„2.j/'0.A’((Vi)d/,. jg.„2 . 02 .dx, 




woinit die ausgesprochane Bahauptimg btiwiimmi mi. 

Genau in derselben Waine liillt Hieh der e!it«prc‘chende Xaeh- 
weis fur die Roihe (») fuhran, indem auctli b©i Fniiktionen wn 
der Art der GroBe dKidN die Intagrationiii veilaimclit warden 

konnen. 

Der Nutzen, den man aus dan Funktionon 0 und H zialien 
kann, wenn man allgemainere Arten von Funktioiieii nach deu 
Eigenfunktionen entwickeln will, beruht uuf folgcmdcir Krwiigung. 


Modu’dimonBionale AuEgabon. 


11)3 


Lne beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet,.die an 
r^e lif eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daJB 
cbnng 

(IF (IF « 

ciN'^ dN' 


Die Fnnktion /O sei wie obcn mit ihrer ersten Ab- 
lings der Kiirve stetig und verscbwinde am Rande des 
ionsgebietes, wenn clieser von der Kurve I? erreicht wird. 
gen erfulle die Funktion F die Bedingungen, unter denen 
> nach § 44 nacli den Eigenfunktionen entwickeln kaim. 
Sit die Differenz F — die selbst stetig ist, im ganzen 
E 3 l)iet, aucli auf der Kurve if, stetige erste Ableitungen 
Lckweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfiillt 
“wie die GrbiJen ur.id 0 die Randbedingungen der 
ichen Funktion. Mithin Bind fiir die Differenz F — 0 
te Bedingungen erfiillt, unter denen sie nach § 44 auf die 
rsche Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, 
oigt, von <P gilt, so ist auch die Funktion F in der ge- 
:en Weise entwickelbar; nur bleibt das Verhalten der 
enden Reilie in der Unstetigkeitslinie Si' zweifelhaft. 

11 bat so gewisKcnnaben der quellennuiBigen Funktion 
eine besondere, auf die Fouriersche Weise entwickcl- 
inktion 0 aiigefiigt, welche die gewiinschte Singularitat 
;en Ableitung hervorruft. 

iihnlicher Weise kann nun mittels der Funktion @ auch 
tvrickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine 
i.e Unstetigkeit l) 08 itzt. Ware F in der Kurve I? unstetig, 
die (Jleichung 


\iml fO dio8ell)en Eigenscbaften besitzt wie zuvor, so ware 
feronz F — 0 im Grimdgobiet quellenmaliig darstellbar, 
E die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe wurde 
i. 0 so auch von der gegebenen Funktion F gelten, wenn 
LiaUerhalb der Kurve 2 iiberall die Eigenscbaften der 
□aaBigen Funktionen besitzt. 

nun ferner in almlicher Weise Unstetigkeiten , die in 
Ssii Kurven II vorhanden sind, durch Subtraktion mehrerer 
chend gebildeter Ausdrucke 0 oder @ wegzuschaffen sind, 
folgender Sate bewiesen: Die Funktion F sei in be- 

• r , IntogriJgleiolmngeii. 2. Aufl. 13 
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KUnflor AliHi'lmilt. 


§ 46. 



liebig Tielen Kurvcu .U, die outwedor goHchlossen sind 
Oder das Grundgebiot vou cinem Rand|)uukt,(» zum nudoron 
durchscitzen, sich gogonaeitig abor nic.bt. sclnuudon, uu- 
stetig, so dafi Gloicdiungon vou dor Korm (2) boatehon. 
In einem andcren Systom von Kurvon Si', das dicisolben 
Eigenscliafteu wio das Syatum Si aufwois(t, soiou die 
iiormalen Ableituugou dor Kunktion F uuHloUg, ho dab 
Gloieliungeii vou dor Form (I) boatohon. Audoriuilb dor 
Linien Si', SF habo dio Funktion /■’ Hlotigo oratt^ Ahloi- 
tungeu uud Btiickwoiao atot.igo zweitor uiid drittor Ord- 
nung, und sio erfullo dio Raiidlx'dingung. Aladauu ist 
die Funktion F auf dio Fourioraclio Woiat^ uadi don 
Eigenfunktionen entwickolbar, wobni abor dm- Wort 
der erhaltonen Roihou in den Kurvou Si uud Si' zwoifid- 
baft bleibt. 

Mit diesein Satzo ist daa Problom dor Entwickluiig iiacli 
den Eigen fuuktioueu fiir dio Fiillo erlodigt, in douim koim^ Rand- 
kurven vorhandon aiud, wio z. It. fiir dio in § 42 liobaudclto 
Wiirmebewogung auf dor Kugolililolio; dio uaoli don orlialtiuuni 
Satzen darstollbareu Fuuktiouon diirftoa fiir alio Auwonduugou, 
die in der inathematisolion IMiyaik vorkoimuou, allgmuoin gouugaoin. 

S 4<'. 

Anwendung des Weylschen Salzes fiber Addition von Kcrncn. 

Nachdeiu die Groonachon Fuuktiouon ala lirauolibar uu- 
stetige Kerno nacbgowioaen aiud, kiiuuou auc.h iHo HiLtzo doa § 25 
fiber Addition vou Keriiou auf aio augowaudt wordou. 

Betracbten wir, um Reatiinmtos vor Augoii zu luiboii, uiir 
Greensche Funktionen, die auf dor RaudUuie dt'a ilruudgobiots 
verscbwinden. Das urspruugliclio obeno Grundgebiot G ontbalto 
in seinem Innern die voneinaudor getreuutou 'rt>ilgtd)ioto 
© 2 , ... ©m- Fiir jedes von dieaen, etwa fiir (5,,, wanlo dio (ireon- 
sche Funktion Gv(0, 1) konstruiort und ^ t) geaetzt, aowio niin- 
destens eine der Stellon 0 und 1 aua dom Gebiot G„ horauafiUlt; 
(?(0, 1) sei die Greensche Funktion doa ganzitn Gobiota G. 
Dann ist zuniichst die Bumrae 

K^{0, l)r-2G'„((), 1) 
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ein brauchbar unstetiger Kern, nnd seine Eigenwerte sind die 
Eigenwerte aller Kerne 0-^(0, 1 ), deren jeder auf das Grund- 
gebiet bezogen wird, zusammengenommen. In der Tat sei 

(1) qpl = l)+-.-+ 

(S 

eine Eigenfunktion des Kerns und liege die Stelle 1 z. B. im 
Gebiet (Sf, dann verscbwinden Gg (0, 1), ... 6r,,i(0, 1 ) nnd man 
erlialt, da Cxi in den Gebieten @ 2 , ... @m yerschwindet, 

(pi = lf(jpO.&i( 0 , l)ds = lj90.(?i(0,l)cls; 

(s; 

cp 1 iiiul I sind also aucli Eigenfunktion und zugolioriger Eigen- 
wert des Kerns Gi iin Grundgekiet @i, und umgekehrt leitet man 
aus der letzten Gleiclning loiclit die Boziohung ( 1 ) ab, -womit die 
Behauptung betreffs der Eigenwerte des Kerns bewiesen ist. 
Wir wollen nun weiter zeigen, dafi der Kern 



positiv definit ist; dann ist 

K = = G 

und dor Satz des § 25 ergibt eine Beziekung zwischen den Eigen- 
worten der Kerne (r und K^. Zu diesem Zweck fiihren wir noch 
das Bestgobiot +i ein, das tibrig bleibt, wenn aus dem 
Grundgebiet (5 die Teilgebiete (Sj, . . • ausgeschieden werden, 
neimen Gm+i die zugeborige Greensclie Fuuktion und setzen 

G^+,. 

Dann ist die GroBe L auf dem Gebiet (S stetig, hat aber an den 
Randlinien der Gebieto (£„ unstetige Ableitungen; gehoron die 
Stollen 0 und 1 z. B. dem Gebiet (Sj an, so kann man • 
i( 0 , l)= (^(o,i)_Gi( 0 , 1 ) 

setzen und die Dnstetigkeiten heben sich wog. Aus der Integral- 
gleichung 

( 2 ) 9 I = l)950.ds 

folgt aber, indem man nach den Koordinaten der Stelle 1 diffe- 
renziert, daB die GroBe 9 I im Innern jedes Gebiets @v stetige 
Ableitungen besitzt, die sich bestimmten Grenzen annahern, wenn 
die Stelle 1 auf die Randlinie ruckt; sind 0 ' und 1 ' die die Rand- 

13* 
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Fiinftei* AhHchnitt. 


§ 45 . 


Schliefit man nun aua dem Grundgobiet ciiuiii Ixdiebig scdimalen, 
die Kurve I? umschlieBonden Streifou aus uud bezeiduuit deu 
Kest durch (S', so kauu man setzen 

f 7C(0, 2 ) y„2 .dSa = 1 /v(<>, .(is, f 


und £ liegt dem absoluten Hetrago naidi unter (uncr Gronze, die 
mit der Breite des auagOBchlosHonen StreifcuiH untmdlich abnininit 
und von der Stelle 0 tiuabhiingig ist. Uioraus folgt 



A'((), 2)g)„‘2 .(/.s's, 


wobei js' oine GroBe von derselben BescbalTenheit. wic* t bodeutot. 
Hier konnen die Integrationen vortauscht wcrdcti, ho tlali man 

erhalt r r 

a„ == «' + j rf Ss . 2 . 1 /■() . K (0, 2) (I 

(V' .H 

und da das Integral 

jjro.A'oi.'ijd/,, 

At 


den Oharakter eineB LinienpotentialH hat, uko aln Funktion der 
Stelle 2 im ganzon Orundgebiet stetig int, bck kann man in dem 
letzten fur a„ gegebenen Ausdruck dundi k erstdzen, olma 
dafi das Integral sich um mehr als einan Hcdrag i*' ilndcu’t, der 
wiederum die Beschaffenheit der (iriilJe 5 la^sitzL So arldilt man 
die Gleichimg 

Un, — 4 5"' ‘f j I /'o. A'Ok 

d k 

Oder, da s' und b"' beliebig klein gemacht warden krmnem 

a„ =|d!sj. 9 „ 2 ,j/' 0 .A'(t), 2)d/„ |(jt>„2 . 02 . dsj, 

womit die ausgesprochone Behauptung bowiiwui ikI. 

Genau in derselben Woke liiCt sioh <bT ontHprochende Nach- 
weis fur die lloihe & fuhreii, indem aiuih bei Funktioneu von 
der Art der GrdBe dKIdN die Integrationen vertuuHcht werden 
konnen. 

Der Nutzen, den man aus den Kiuiktionon 0 und (“) ziehen 
kann, wenn man allgemeinere Artou von Funktioneu uach den 
Eigenfunktionen entwiekeln will, boruht auf folgendor Krwagung. 
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§ 45 . 


F sei eine beUebige Funktion des Ortes im arundgebiet, die an 
der Kurve S eine unstetige nonnale Ableitung besitzt, so dafi 
die Gleichung 




bestelit. Die Funktion fO sei wie oben mit ihrer ersten Ab- 
leitnng langs der Knrye ^ stetig nnd verschwinde am Rande des 
Integrationsgebietes, wenn dieser von der Kurve ^ erreicht wird. 
Im iibrigen erfiille die Funktion F die Bedingungen, unter denen 
man sie nach. § 44 nacb den Eigenfunktionen entwickeln kann. 
Dann hat die DifEerenz F — die selbst stetig ist, im ganzen 
Grundgebiet, anch anf der Knrve S, stetige erste Ableitnngen 
nnd stiickweise stetige zweiter nnd dritter Ordnnng nnd erfhllt 
ebenso wie die GroBen ^ nnd S die Randbedingnngen der 
Greenschen Funktion. Mithin sind fiir die Differenz F — # 


samtliche Bedingungen erf-ullt, unter denen sie nach § 44 auf die 
Fouriersche Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, 
wie gezeigt, von 0 gilt, so ist auch die Funktion F in der ge- 
wiinschten Weise entwickelbar; nur hleiht das A’erhalten der 
darstellenden Reihe in der Unstetigkeitslinie £ zweifelhaft. 

Man hat so gewissermafien der quellenmaJSigen Funktion 
jr — 0 eine besondere, auf die Fouriersche Weise entwickel- 
bare Funktion 0 angefiigt, welche die gewiinschte Singularitat 
der ersten Ableitung hervorruft. 

In ahnlicher Weise kann nun mittels der Funktion 0 auch 
eine entwickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine 
gegebene Unstetigkeit besitzk Ware F in der Kurve £ unstetig, 
so daC die Gleichung 
( 2 ) F,-Fa=^fO 

besteht und fO dieselben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so ware 
die Differenz F—’Sim. Grundgebiet quellenm^ig darsteilbar, 
also auf die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe wiirde 
wie von 0 so auch von der gegebenen Funktion F gelten, wenn 
diese auBerhalb der KxirYe S? fiberall die Eigenschaften der 
quell enmaUigen Funktion en besitzt. 

Da nun ferner in abnHcher Weise Unstetigkeiten, die in 
mehreren Kurven ^ vorhanden sind, dnxcb Subtraktion mehrer^ 
entsprechend gebildeter Ansdriicke 0 oder 0 wegzuschaffen amd, 
so ist folgender Satz be\riesen: Die Funktion F sei in be- 

K n e 8 e r , Integralgleicliuiigen . 2. Aufl. 1 3 
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FunfU*r AbHohuitt. 


§ 4t). 

! liebig vielen Kurvon .U', die cntwodor goHchlossen sind 

Oder das Grundgebiot von einom Randptiukfcc zum andoron 
durchsctzen, sich gcgonseitig abor nicht Hchuoiden, uu- 
stetig, so daC Glcicliungon von dor Forju (‘2) bostehou. 
In einem anderou System von Kurvon .U”, das dioRcll»Gn 
Eigenschaften wio das System ft aufwoiso, soion die 
normalen Ableituugon dor Fuuktiou F unstetig, so dalS 
Glcicbungen von dor Form (1) bostolion. AuBorhalb dor 
Linien ft’, ft'' babe dio Funktion F stotigo orsto Abloi- 
tungen and BtiickwoiBO stetigo zwoitor and drittor Ord- 
nang, and sio orfulle die Randbodingung. Alsdann ist 
die Faaktion F aaf die Fouriorsc.ho VVoiso nach don 
Eigenfanktionen entwickolbar, w(d)oi abo.r dor Wort 
der erbaltonen Roihon in don Kurvon ft' und ft' /.■woifel- 
baft bleibt. 

Mit diesem Satzo ist das Problem der Ent, wick lung nnch 
den Eigonfunktionon fiir die Filllo erlodigl, in <b‘nen koitu! Riind- 
karvon vorbanden sind, wio z. H. fiir dio, in § 42 boliandelto 
Warmebewoguug aaf dor Kugellliu'.lu'; die naoh don (irhalteinm 
Siitzen darstellbaren Fuuktiouen diirfton fiir alio Anwoiulnngou, 
die in der matliematiscben Pbysik vorkominon, allgonuiin gontig soin. 

§ 4(!. 

Anwendung des Weylschen Satzes liber Addition von Kerncn. 

Nacbdem die Greonsoben Funktiouon als brauodibar un- 
stetige Kerne nacbgowioaon siml, kbnnon aueh dio Siltzo des ^ 25 
liber Addition von Kernen aaf sio angowandt wordon. 

Betracbten wir, um Restimmtes vor Augon /,u habon, niir 
GreenBcbe Funktionen, dio au£ der Randlinie d<'H GrundgebiotH 
verschwinden. Das arsprlinglicbe ebene Grundgebiot G onibalto 
in seinem Innern die vonoinander getronnton 'roilg(d)ioto G,, 
©s, ... Gm. Fur jedes von dieson, etwa fiir (5,,, wenle dio Greon- 
sebe Fanktion Gv(0, 1) konstruiert und ^ 0 gesetzt, sovvie rnin- 
destene eine der Stellen 0 and 1 aus dom Gebiet G,. herausfallt; 
(r(0, 1) Bei die Greonsebe Funktion des ganzon Gobiots G. 
Dann ist zanaebst die Sumrae 

I, m 

1) — 2f;„(o, 1) 
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§ 46. 

ein brauchbar unstetiger Kern, und seine Eigenwerte sind die 
Eigenwerte aller Kerne (0, 1), deren jeder auf das Grnnd- 
gebiet (Sv bezogen wird, zusammengenommen. In der Tat sei 

(1) (pi = A|qD0.(G'i(0, l)^ ]r 0-m(P,l))ds 

(fi 

eine Eigenfunktion des Kerns and liege die Stelle 1 z. B. im 
Gebiet (S^; dann verscbwinden ^^ 2 ( 0 , 1), ... 6rni(0, 1) und man 
erhiilt, da (r^ in den Gebieten (§ 2 , ... verscbwindet, 

g; 1 = A j*930 . 6ri(0, l)ds — /l| 9 (). Gi(0^ l)cZs; 

(p 1 and A niud also aucli Eigenfunktion und zugehoriger Eigen- 
wert des Kerns G\ im Grundgcbiet (Sj, und imigekehrt leitet man 
aus der letzten Gleicliung loicht die Itoziohung (1) ab, womit die 
l^ohauptung betrelTs der Eigenwerte des Kerns K^- bewiesen ist. 
Wir wollen mm weiter zeigen, daC der Kern 

G^ 

positiv definit ist; dann ist 

10+^ 10^ = a 

und dor Satz des § 25 ergibt cine Bezielnmg zwiscben den E^igen- 
worten der Kerne G und KK Zu diesein Zweck fiihren wir nocb 
das lloatgebiet 1 1 oin, das iibrig bleibt, wenn aus dem 
Grundgebi( 3 t (*»: die Teilgebiete (Sg, ... (£m ausgeschieden werden, 
nermen Gm^i die zugebcirigo Greensche Funktion und setzen 

L = ^ 

Dann ist die GrcHJo L auf dem Gebiet ® stetig, hat aber an den 
Eandlinien der Gebieto unstetige Ableitungen; gehoren die 
Stcllen 0 und 1 z. B, dem Gebiet an, so kann man ' 
J.(0,1)=: a(0, l)^G,{i\l) 

setzen und die llnBtetigkeiten heben sich wcg. Aus der Integral- 
gleichung 

(2) 9I == aJlCO, l)g)0.ds 

i 

folgt aber, ixidom man nach den Koordinaten der Stelle 1 diffe- 
renziert, dad die Grofie 9 1 im Innern jedes Gebiets @v stetige 
Ableitungen besitzt, die sich bestimmten Grenzen annahem, wenn 
die Stelle 1 auf die Randlinie ruckt; sind 0' und 1' die die Rand- 

IS* 
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4 t>. 


linien durclilaufenden 
richtuBgen, so ist 

(3) 


Stelleu und JV« die boideii Normal- 

dJNi^ dNa ^ 


eine auf jeder Ilandlinio stetigo Fuuktion dor Htollo O'; die tan- 
gential langs der Randlinio gonoirutiouo Ahleitung vorBchwindot 
wegen der Ilandbedinguug, aotzt aieh also wtutig boim Durch- 
scbreiten der llandliuio fort. 

Da ferner airf deu Itandlinieu alio m 1 Kuiiktionoii D' I) 
Terschwinden, teils wogon der Uandbedingung der (SriMuiKcdieu 
Funktionen, teils wcil die Btelle 0' sich auOerhalb dos (i<ii)ictH t<;|, 
befindet, so gibt die Gleichung (2) 

(4) 9l' = Af(;(l',0)g3 0.ds. 

Sei imn (*>“ die Gcsamthoit der Ilaiidlinieii der CHobicda in 
denen ~ 1, 2, ...m ist; sei fernor dV das 7,ur Stello 0' ge- 
horige Bogenelement einor dieser Kurvan; daiia hat die (IrufJe 


•wie in § 45 erwabut, den Charakter oinos Linionpoteutiala, dessou 
XJnstetigkeit durch. die Gleichung 


, cD/'O' 
0JV< y A’,. 


— (/d)' 


gekennzeichnet wird. Die Difforenz 0 - 9 hat also an don 
Randlinien stetige Ableitungen; sio erfiillt forner die Ultur.hung 

^(0 — 9) 0 


und Terschwindet ebenso wie 0 und 9 auf dtun Ilande dee Gc- 
biets (5; man orhalt also aus dor Potontialtheorio dio Gleichung 


0 = 9, d. h. 

(5) 




Nennen wir nun tfy die ira positiven Unilaufssinno duroh- 
laufene Randlinie des Gebiets fhr v - 1, ‘J, ... m, so dab K 


Mehrdimensionale Aufgaben. 
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§ 46 . 


sich aus alien Kurven zusammensetzt , so gibt die Gaubsche 
Integraltransformation 




4" 1 ^ 

in letzterer. Gleiclmng ist benutzt, dalJ g? auf der Ilandlinie des 
Gesamtgobiets (g verschwindet. Addiert man diese Gleicbungen, 
so folgt nach (8) 

(H- (S 

Diese <lleielumg kombinieren wir mit derjenigen, die sicli 
ergibt, weun der Wert (5) auf der recliten Seite der Gieichung (4) 
eingesetzt wird; setzt man 

(P{0', 1') ^ j 6' (O', 0) G{V, 0)ds, 


so ergibt sich 


g)l 


Aj’G“(0', l')ipO'.dV-, 


fiihrt mail diesen Wert in die Gloi<duing (0) ein, indem man die 
Integrationsstello durch 1' bezoicbnet, so i’olgt 


« J[(-.r)+(G)1 

lits ergibt 


(Is 


aJ jGa(0', 


dVdl/. 


Anderseits ergibt sicdi, indem man die Gleiclmng (5) quadriert, 
1 


a(o\ i)G(i', i)iiJ(y.i^i\dVdi,\ 


1 rr 

a 

und indem man liber integriort, 

j((p = j I Gi*(0', 1') tl»0'. If- V.dVdh'; 


(S (S 


die Gloichung (7) kaim also geschrieben worden 

![(»!)’+ 

(S « 

Jeder Eigenwert A, der zuin Kern L gehbrt, ist also positir, der 
Kern L ist definit-positiv. 
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Dassolbe gilt, wie nach § 8t) von joder Ciroonschen Funkiion, 
von (}m \-i fds Kern dos (IrundgcddtdH (V;,, | f, man kann alxa’ amdi 
(5 als Grundgobiot betrachton, indem man den Kiam anlScainilb des 
Teilgobiets vorschwiiulon lilljt; dann Ideihen die Kigtaiwcrte 
dieselbon, nncl i kiinn aucdi als deiinit-iKmitiver Kiam im (Jrund- 
gebiot (S goltem Zwei solclie Kerne (a’geluai nun dca* 11 illn^rtaeluai 
Gfundfonnel y^ufolgo aucdi als Hiimnie einen positiv-didiniUm Kern. 
Ist namlich die rechto Scite diesta^ Fennel fiir irgend tamai Kcjrn 
stets positiv, so kann kein Kigenwert negntiv sein; wiire A (uu 
solclier und in der Bezoi(dinung des § 22 die zugehr>rigo 
Eigenfimktion, ho brauchte man in der IlilheriHelnai Fornud 
nur fx — (px m sotzen, um rechts d<*n negaiiviai Wert 1 A 
zxL eiiialton. Sum it ist auch der Kern * Ij j 

definit-positiv. 

Eriimern wir nns jotzt der (lleicdiung K ^ ' /i* | Bowie 
dessen, was o])0n fiber die Eigenwerte dca* Kerne K und fesi- 
gestelJt ist, so fiihrt der Sa,tz des ^ 25 zu folgianlern Ergebnis. 
Scheidot man axis eiiuuu G rundgehicd, (\ ilu\ voneinandor 
getrenntcn im Innorn von G liegendeu 'roilgebietu 
(§2, ... K.n axis, xind nennt Eigenwerte jedc^B tlieser Gc‘biid,o 
diejenigen, die die zugohdrige arn Ilande vt^rsidi windeude 
Greenscbe Funktion als Kern ergibt, bo liegen unier 
einer beliebigen Scbrauko mindestens ho viele Eigon- 
werte des Gebiets t?, wio Eigcmworte d^r Gcd>iote Gj, 
@2? zusammongenommen. 

Oder, pbysikaliRch aiisgedriickt: Hcdineidet man aus einer 
Membran beliebig viele 'reilmombrancai Ina’iuis, ho blcdbiai init 
ihror Schwingungszahl imter einer belkdiig ginviildten ponitiven 
Schranke mindestens so vide Eigontfmo der Mcanbran, wic^ Eigen- 
tone aller Teilmembranen zusammengenommen. Kin Sondorfall 
ist der Satz, dab bei Verkleinenmg einer Mem!»ran der tiefste 
Eigenton seine Schwingungszabl nicht verkleinert. 


Sechster Abschnitt. 
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§ 47 . 

Thermoelastische Erscheinungen an geraden Staben. 


Nimmt man bei der Warmeleitung in einem geraden Stabe, 
der sich von it? = 0 bis it? = 1 erstrecke, auf die Verzerrung 
Riicksicht, bezeicbnet dnrch v die Langsverschiebung irgend eines 
Punktes des Stabes, durcb u die Temperatur desselben, dnrch t 
die Zeit, so gelten nacb Duhamel und Franz Nenmann die 
Gleichnngen 


( 1 ) 


dt dxdf 


.d^v du 


= 0; 


ct, 6, c, ]p sind bei kleinen Verschiebnngen Konstante. Die erste 
Gleicbnng sagt aus, daB die zeitliche Anderung der Dilatation 
dvjdx die Temperatur beeinfluBt; die zweite, daB die elastische 
Kraft d^vldx^ dem WarmefliiB proportional ist. Sind die Enden 
des Stabes frei oder werden sie featgehalten, so hat man die eine 
Oder andere der Randbedingungen 


fiir u hat man dieselben Randbedingungen wie im ersten und 
vierten Abschnitt. 

Wir nehmen im besonderen an, die Enden des Stabes seien 
fest und werden auf der Temperatur 0 gehalten: 

( 2 ) = 

setzen wir noch + so erfiillen wir die Glei- 

chungen (1) sowie die Randbedingungen (2) durcb den Ansatz 

u = c — V = 
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mit den Gleicliuiigen 

90 r= q)l -- </>() ~ ‘I>1 0. 

Aus diesen folgt, indem man die orate biwtiinmt, die zwoite un- 
bestimmt integriert, 


1 

— = I p(p.i\ 

0 

nnd indem man die erate (lloiclning noohmals benut/.t und f/a 
= (— 1 + = c'^/h^p aetzt, 


(p"x ■+■ a‘^(px 


(9'1 — 9'()). 90 9I 


Eine Besondorung bestobo diirin, dali di^r ganze ZuKtand ziir 
Mitte des Stabos aymmotrisch aoi, also (px~-<p{l -.r); dann 

folgt 9'1 ~ — <p'0, 9'Vu = 0; nur die Ktrocko von .r ■ 0 Ida 

= Ya braneht betrachtot zii wordon und ftir siti ala (inuulgfddoi 
erbalt man die Kandwertaufgabe 


2 1 

(3) f"x~\-a'^<px = 7’*' *’• 

Diese Gleichungen bestimmen (px bis anf oinen willkiirli(dion kon- 
stanten Faktor in dor Form 

9a; = 1 — cos ax 4 Y sm«,r, 


und die Randbedingung 9'>.'a 0 orgibt di(! (ibuchung 

(4) sin 1 ^ atp^cm - 0, 

dereii positiyo Wurzeln soion, uucl fiir a gesetzi cp.r in r/j„.r 
iiberfiihron mogcn. 

Die Temperatur kann auf dem (Iruudgnbiet in (inr lu)nn 

FI 

n 

angesetzt werden, wobei a„ konstante W(^rto sind, und urn fiir 
t = 0 einon gegebenen Anfangszustaml zu orhalton, ist auf dem 
Grundgebiot die Gleichung 

(5) Fx=:'^a„ip„x 

n 

zu erfiillen. Nun sind aber die Funktionon 9«.r kednoswifga nnter- 
einander orthogonal, so daC die gewohnliche Fouriormdio Koeffi- 


Fimktiimi'ntlmornt.isclio Muthodon. 
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zienteiibestimiriung versagt. Man erhalt eiiien Ersatz, wenn es 
gelingt, Funktionen ip„x m tindeu, die mit den (p„x zusammen 
ein biorthogonales System bilden; d. h. daB die Gleichungen 

j" 9,, X . 4>„, x.dx 0, m =fz n 

golton, wonn iiber das (irnndgobiet intogriert wird. Das System 
heiCt normiort, wenn die (Ueichungen 

golton; dor Ansatz (5) ergibt dann zuriiLchst als wabrscheinlich 
die Gleichung f , 

/' X . tl>„ .r . d X «„ . 

Solclio Fnnktietusn (/'„.r fiiidot man in unseroin Fallo, indom 
man eine DifforontialgUuchung anHet'/.t, die sich nuiglicbst crtolg- 
roich mit dor Oloicliung (it) durcb die (5 roensedus Operation ver- 
binden liltSt, otwa 

((i) _ _ + = 

aus der sich ergibt 

(7) 0% j (p^{) (lx 

J 0 J 

0 () 

odor, nach d(ni llaadbodingimgBn (H), 

(fP - 1 9 J • (|»'^ — (//() I ^ J 

«l 0 

Jetzt untejrwcade man f Bolchon llandbedingungen, daB alle Glieder 
anfier deni ernten wagfalkm, also 

*/a 

(8) I r : - 0, 4' 0 1 j 4' ■ d X : r-- 0 ; 

rt 

die Oleiebung (d) ergibt dann bis auf oinen von x imabhangigen 

B'aktor h h 

(tia: =: coH/i(.r — J), sin ^ -f i/if/^cos ^ ™ 0. 

Die letzto Gleichung Btimmt mit der Gleichung (4) uberein, 
deren positive Wurzoln «„ sind; man kann also « = d j8 = 4-«»i 
eotzen, und lindet, wenn «„ ::)b die gewiinschte Gleichung 

f‘ 

f„x.4^„x.dx — 0, 

<■» 
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und da der Grofie f, ohno die besprochcrion Kigonsc.haften zu 
scliadigen, ein konstaiiter Faktor beigofiigt werden kann, darf 
aucb normiert werdon, so dali 
'li 

I. 

0 

Die Gleicbung (7) zcigt ferncr, wio cine («roonHcho Fuiiktion 
unseres Grundgebiets gobildet wordon kann, die als unsymmetri- 
scber Kern einer Intogralgleiohimg dient, doron Figenfunktionon 
q)nX sind. Wir setzen (I — 6r(.7;,|), (!' = '()(.}, '().>• und nobnion an, 
indem wir 6r den fiir i’ festgeHotzten nandbedingungon untor- 
werf en, ^ ' a 

G" + = 0, G'({,i) = 0, G(0,S) 4 ‘j, Ig(aS)<G: = 0, 

(9) J 

G'(^-(U)-G'(,t -f 0,5)-= 1- 

Die Greonsclie Operation orgibt, indoin man die Gleitdumgon (H) 
lieranzieht, die (Hoicliiung (7), in der und fi durch (r und ^ 
ersetzt sind und ein von der Unstetigkeii dcir (iriiOe (r her- 
riihrendes Glied erschoint: 

i/a 

( 4 > “ — «*») f qo 33 . G (a', g) d u- -1- (pj:.0" (r, ^ ) r- 0, 

J .n G 

9n i '= («lt — j (Pn X . G (.r, I) d :r. 

Q 

Ebenso leicht erbillt man oino Groonscbn Funktion A'^r, 5), die 
fiir die Funktionen entsprecdiendcm leistet; man setzt fur sie 
die fiir die GroBen qp geltoudo Differeutialgleichuug mit den lland- 
bedingungen, also die Gleichungon (3) an: 


(10) (x, i) + Q»£ (X, I) 3= K' (0, J), K((), I) = A" ( >•, ^ 0 ; 

auJBerdem verlangt man die Unstetigkeit 


Durch Greensche Kombination der Gleichungon (10) und (6) 
ergibt sich wiederum die Gloichung (7), in der <p durch K orsetzt 
ist und ein von der Unstetigkeit herrUhreiulos Glied hinzutritt: 


F u n kticHuni 1 h oorotiachu M othodcm. 
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woniit, woiui fi «„ uud i> = ip„ gosotzt wird, die Iiitegral- 
gleic.hung fiir i/'„ horgeHtidlt, ist. 

Foraer kaiiii man iioch di(i (ileadiungen (0) mid (10), in deron 
lotztcr ^ (lurch >/ (‘rKctz.t wcnlo, ia dor Clrecaschca Weise kom- 
biaicrea; man orliiLlt die (Ucicliuag 

I C (.r, /v'(.r, ,i) (I'ix, f) A'(J(, 7?)| 


s *-0 


4 1 (I (.r, I) K'{.r, y) - (.r, K(.r, y) \ .A:'(0, ^)| 0 (.r, 


and da W('g(‘u dcr Uamlbcdinguagca (i»), (10) alio (iliodcr weg- 
falleu aulJcr dca von dcr UuHtctigIccit herruhreadou, folgt scblioClich 

/V (.N »/) (>' S) = 0, S) -- (r (I, co- 

llie Kuaktioaca dc'H biorlhogoaHloa Systonis sind also 
LiiHuagca d(*r laltigralglcicliuagea 

fpH i -■ "■ (>“) I (r (*f\ (p$%X . (Ix^ 

(>» 

' («K i> ■■') I (I, x) tpn SO ■ (I a-, 

« 


die aiit gcaioiaHaaioni, uasyaunctriHcheia Kern gobildet 
K i a d. 

Dab auch uiiigckclirt jedes Li isungsHy steal dioscr latogral- 
gleicliungea eia I'aar dor dcihiiortoa Ordliea (p„, liofort, erkeaut 
man, iadem man allgenieia die (Irdbeu 



H « 


(luelleamabige Fuaktionen orator and zweiter Art, wie wir sie 
neaaen, wie bei symmetrischen Keniea uatersucht. Man findet 
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sofort aus den Unstetigkeiten der Green selieii Fiinktion, d. li. aus 
den Gleichungen (9) nnd (10) 


( 12 ) 


'.3 

F''x ■= G" (x, a) f 

0 

F"x -f q'^Fx-^^^FG) r-r. 


'a . (I <%, {) = 


J (t'{0^a)fa,d(x^ 
0 


/'■' .f 


■ 0 , 


0"x -~ 


0 

(13) 0"x H- Q‘^(l>x —fx, 0'1 = 0, 00 1 J 0.r.(i.r 


0 . 


1st von alien Werten verschioden, utul ist f.r gegehen, so 
sind durch dieso Gleichungon die GriiCon F nnd 'I> eindeutig fest- 
gelegt; denn die Differenz zwcior (iroBon F' z. B. wiirde eino 
Lcisung dor Gleichuiigen 

(p"X -f Q^CpX— Cp' 0 , (p 0 = ()f)' ' • 0 

ergeben, die nur existiert, wenn r- ■ «*. .lode Fuuktion Fx also, 
die mit ihreu ersten beiden Abloitungen stotig ist, kauu, wenn 
sie die Grenzbedingungen 

FO = I< ' i : = 0 

erfiillt, als quellonniaBige Funktion orster Art dargostollt wordon; 
ebenso als solche zwoiter Art jede Funktion 0x, fiir die 

'k 

0 ' i = 0 , 00 f [^x.d X r.= 0 , 

91 J 

u 


and dieselben Stetigkoitseigenscbaften wie fiir Fx gofordert werden. 
Man iibersiebt leicht, daB die GrbBon F” x, und <b’' x. auf der 
Strecke von 0 bis i/a stUckweiso stotig zu sein brauchon, wobei 
dann auch fx stiickweise stetig ausfallen wiirde. 

Jetzt seien F, 0 ein Losnngspaar der Integralgloicbungen 


(U) Fx = XAG{x,a)Fo(,.da, 
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(liuiii ist Fx in erster, (!> z in zweiter Art quellenmaUig dargestellt 
uiul fx ist ini erstou Falle (lurch im zweiten durch zu 
crsetzen. Die Bozieluingen (12) nnd (13) ergehen demnach 

F" + (K -I y “) F = F' 0, 0" + (A„ = 0 

nohst deii dort angofiihrten llandgloichungcn; man muC also nach 
den an die (ilcichungcvn (3) iind (6) gekniipften Ilcmerkungen 
X„ 1 y'J — al, Fx -:rr. (p„X; <I>Z — i>„X 
setzen, wolnu in <p„ und ii'„ cin konstanter Faktor -willkurlicli 
bloiht. Dio Intogralgloiohungcn (14) habon also jedem Kigenwert 
In ontHprocboiHl nnr oin oinzigos, bis auf einen konstanten Faktor 
beHtimnitoH LiiaungBsystoni <I>. 

Fndlicli koiiibinieron wir durc.h dio (iroonscho Operation, 
iiuloin wir 0,, fiir O' und, wcnn q (lurch a orsetzt wird, Ka fur 
K sohroiiion, dio (iloichungen 

0'"(,r,^) f p«O'^(r,g) = 0, 

A’;'(.r,^-) 1 <J^A'„Cr,§)--.= ^^A-;((U), 

und boruckKichtigon dio Handgleichungen dor GrbCen Q-^, und 
iVfl*, dann orgibt flioh 

|(A'„0;,;-- A;'0',,)fOr f ((>!'-(J!>)j0\,A''„d;r; = 0 

0 0 


mid luorauH 






^ -.-O 


'I (“^*1 i) O’q |)J I ^ 

f'' 

•f ((>« a'-*) I 0’y(x, I) K„{x, ri)dx — 0, 

0 

odor wogen dor IJngtotigkc'ilou dor OrdBon (V und K' 

f 

A-nd, n) (’An, t ^)KAx, n)dx = o, 

0 

odor ondlich, da A’(.r, i/) = 0'(t/,a;), in leicht geanderter Bezeichnung 

(15) Unix , '/) - (‘A^, y) + (4** - ®’‘)J y ) «)^^« = 0; 

0 

das ist die Ilesolveuto der allgemeinen Theorie. 
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§ 48 . 

Die iunktionentheoretische Methode. 


Der gz’eifbare Ausdruck der Greeiiachon Funktion |) 

ist aus den Gleiclmngen 

If' + q^k,=-. iq, (0, i), K (0, §) K' a, 0 

leiclit abzuleiten; man mulJ mit, koiiBtantcn yl, //, ... fiir don Fall 
<1 etwca setzori 

I) =: yl cos ();/? -f B sin qx ) 

fiir X ^ i ebonso 

b) = ^ X 4- I) sin (> X + 

und erbalt, da 0 <C ^ i ist, 

E = A + Er^O, 

(1) A + 0, — 6' sin f I I) coa - 0. 

Fcrner ergibt die Stetigkeit der (irdBo A^, und die Unste.tig- 
keit der Grofie an der Stollo x : - J 

{A — 6') cos Q i + (.// — /}) sin () | - 0, 

— -d sin I + li cos i> i + sin (> | - - /) cos () ^ ^ ; 

(> 

sielit man in diesen beidon tmd den Gleichungen (1) die (irdBen 
yt, I?, C, D als Unbekannto an, so ist die Detcnuninante der 
Koeffizientcn 


1 

2 

'/“(> 

0 

0 

0 

0 

. g 

— Bin , 

z 

CUH 5 

cos Qi 

sin^g 

~ cos ( 1 1 

— sin g J 


cos 

sin Cl 1 

— COH(l| 

1 

2 

0 

0 

. Q 

— Sin 

cos 

z 

— sin 

z 

g 

COB ^ 

0 

0 

— cos (> f 

— sin (> 1 

0 

0 

siu 9 1 

- - COH(>| 


0 , 2,0 
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Tiud die Unbekannten haben die Werte 


Man orbalt so f iir den Fall den Ausdruck 

h\, {.>■, S) = ^ 1 _ 2 cos (, (i- - 1) (-If- cos 9 X) 

+ 'l^ (» <‘ 0 S () (i — I) sin () .»■ 1, 

also eino gorade moroinorplio Funktion von q. Fiilireii wir statt 
dor trigonomotrischen Exponentialgrbfion ein, so orscheinen im 
Ziihler Glieder von dor Form qc^s*, in clenen 
+ r 4j' = (i_|)4-a; 

soiu kann; da | — x zwisohon 0 und J uiul ^ -j- x zwiscben 0 und 
1 liegt, bat man slots die Uiigleiohung 

(2) — i ^ y ^ 5; 

(lie (xroCe |), auf cli(5 m ankoimnen wird, setzt sich also 

zusammon aus Buinmanden wio 

p _ 

'■ J " 

mit kaktoron, die von p, x nnd f unabhangig sind; dabei ist 

2 // = «*/:>..• ( 1 + J \ 4. e ~ y > oi ( 1 _ 2 \ 




woboi das violdoutigo Zoic.hon W wifi immor oino Grbfie bedeutot, 
deren absoluter Wert unter einer von q unabbangigen Schranke 
liegt, wie groU aucb | q | gonommon worde. Man kann also setzen 

(») = Ai + ’") 

^ ^ ^ ri'‘ + 1 4- 


nnd dabei ist nacb (2) 

0) d ^ i + y 
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Dies alles gilt aber auch fiir den Fall x ^ dann zeigt der 


Ansdrnck 
K,{x, 1) = 


feV si n — 2 cos ^ I) cos ^ (1 — a:;) 2 cos ^ — g) 

__ ___ ^ 


dafi die Grofie |) sich wiederum ans Ausdriicken *P nnd P]^ 

znsamraensetzt, wobei fiir Hhy die Werte 

anftreteD, die wieder die Ungleicbnng (2) erfiillen, da jetzt x — ^ 
nicht negativ ist. 

In beiden Fallen x'^l erreicbt iibrigens die Grofie y die 
Grenzen der sie umfassenden Strecke nnr, wenn | = 0 oder x 
= I; bleiben also ||| nnd — 1| iiber festen Schranken, so gilt 
eine Ungleicbnng 

(5) ^ I "1" y ^ ^ — ^29 

in der nnd ^2 f^ste positive Werte sind. 

Hier wn'd nnn die elementare Tatsacbe ans der Fnnktionen- 
theorie wicbtig, daJS die Funktion , 


wenn 0 ^ c ^ 1 ist, in der ganzen Ebene der komplexen Grofie 0 
dem absolnten Betrage nach unter einer endlichen von c unab- 
bangigen Scbranke verbleibt, sobald man die Pole 0 = (liz2n)7ti 
mit beliebigen einander nicbt scbneidenden Kreisen, die wir f 
nennen, nmscblossen nnd diese Kreisflacben ansgescblossen bat. 
Das ist leicbt einznseben, wenn man 0 — x + yi^ x nnd y reell 
setzt nnd beacbtet, daB in jedem Streifen — b C^x I die 
Ungleicbnng | | < " :< 

gilt, die GroBe |l/(l-|-e®)| aber wegen der Periodizitat nnter 
einer von c nnabbangigen Scbranke liegt, nnd daB in den Ge- 
bieten x-^ — b beziebentlicb die Ungleicbnngen 

qcz I qcx ^—(1—c)x 0—h(l-~c) 

e' + 1 1 = e* — 1 1 — = 1 — e— 

+ 1 = 1 — e* = 1 — e-* 

geltea. Man kann daher unendlich viele Kurven zeichnen, die 
auBerhalh der Kreise ! verlaufen und bei wachsenden Werten 
Ton w beliebig Tiele der Pole 0 = l + 2n«i umfassen und auf 


( 6 ) 

(7) 



48 . 


Funktionentheoretische Methoden. 


209 


denen. die GroBe | Z | unter einer you n und c 'unabhangigen 
Schranke verbleibt. Wir wablen die Kurven so, dafi der 
kleinste auf iluien erreichte Wert von 1^] mit wachsenden Werten 
von n unendlich zunimmt, daU femer jede Kurve in sicb iiber- 
gelit, wenn man x mit —z oder y mit —y vertauscbt. 

Setzt man fiir die Zahl « eine Ungleichung 

(S) — H 

an, in dej- <■, and positive Werte siud, so konnen die Schranken(6) 
und (7) durch passende Wahl von I unabhangig von c unter be- 
liebig klein gegobouo Werte lierabgodriickt werdon; ist dies ge- 
schehon, so kann man in der Ileilio der Kurven so weit gehen, 
dab iibor den in den rarallelstreifen — + & liinein- 

reiehondcn Bbgen, die man auch bei don festgesetzton Symmetrien 
durch Kreishiigen um don Mittelpuukt « ~ 0 orsotzen kann, ein 
beliebig kloiner Zentriwinkel steht. Diese Bbgen liefern also zu 


dom Integral 


C Zdz r Z ds 


<la (isjsi das DilTorontial dos Zentriwinkels ist, bei beliebigem 
fostem W('.rt von ^ oinen boliobig kleinen Beitrag, und zwar, da 
\ Z\ in dom angegehenon Sinne heschrankt ist, unabhangig von c. 
Auberhalb dos Barallolatreifens liegt abor ] Z\ unter den Schranken 
((i), (7); also folgt 


( 9 ) 


lim 

n «' 


• Zdz 



f"'* d 3 
l3-t 


0 , 




n 




und siwar glcuchinliCig fiir alia Werte c im Gebiet (8). Das gilt 
niclit inahr, weiin c — 0 oder e -r 1 gesetxt wird, und bier zeigen 
die Fornielu eine bemorkouHwerte Uiistetigkeit. 

.Fetet werde ^ i-- q I geaetzt, wodurch jede der Kurven I und 
Airt in eiiH! Kurve !' und ^Vn in der Ebime der koinplexen GroBe 
iibergehe. Sobald dann der absolute Betrag eines Pols der 
Greensclien Funktion (J^ hinreichend groB ist, liegt derselbe im 
Iiniern eines Kreisos t'; sind dock diese Pole durch die Gleichung 


J - 0, cos ^ F sin ^ == 0 
2 2 

Imstimmt, so daB bei groBen Werten von q annahernd 
cos ^ D, ^ = Hh2w 3r + ^ 


K tumor, n»ttt||rttlgl«ldhu«}i©tk. U. Autl. 


14 
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gesetzt werden kann. Die Kurven umfassen daher bei wacbsen- 
den Werteii von n jede gegebene Menge von Polen der Green- 
schen Funktion Gg oder Nullstellen der ganzen Funktion z/. Und 
nun sieht man leicht, daJS anch die Grobe Kurven 

beschrankt bleibt, d. h. absolut unter einer von n unab- 
bangigen Scbranke liegt. Scbreibt man namlicb nocb fiir die 
oben eingefiibrte GroJBe JP den Ausdruck 


P = 


gygt 


(‘+ 7 ) 


’F\ eW2+/)e» 

ee»+T' 


0 = 


gj- 


1 + 


0’ 


1+ee*’ 

so ist die Gr6J3e (1 +- es'')-\ mithm auch 0 auf den Kurven 
beBchrankt; auf diesen kann also 0 auch durch W bezeichnet 
und im ganzen geschrieben werden 

^ = ^ = K‘ + 7)'TTi^- 

Der letzte Brucbfaktor dieses Ausdrucks ist aber, da die Zahl 
i nach (4) der Strecke von 0 bis 1 angebort, genau von 
der soeben betracbteten Form e^^/{l + 6^), also wiederum auf den 
Kurven ffin bescbrankt, und die Scbranken sind von c, also von 
X und I unabbangig. In diesem Sinne ist also die Gr5JBe P 
und um so mebr die GroBe P/q bescbrankt, mitbin aucb die 
GroBe q Qq (rr, |), die sicb aus endlicb vielen Summanden wie P 
und Pjq zusammensetzt. 

Wenn nun iiberbaupt eine meromorpbe Funktion fp die 
Eigenscbaft bat, daB das Produkt p .f p auf unendlicb anscbwellenden 
Kurven wie bescbrankt bleibt und 6 von alien an verscbieden 
ist, so gilt offenbar die Gleicbung 

\9-^Q _ I'jjj f 9 At . 

p 6 n-=co J P ^ P 


( 10 ) 


lim 


0 , 


und wenn die Pole der Funktion fp sind, in deren Umgebung 
die Entwicklung / i \ 

gilt, wobei ®n ein Polynom obne konstantes Glied und eine, 
Potenzreibe bedeutet, so bat die ebenfalls meromorpbe Funktion 
fp/(p — (?) an der Stelle q — Un das Residuum 




” G — an)’ 
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liegen also die Pole innerhalb einer Kurve 

1 __ 

\6 — a>u 


\7Ct J (J — 0 ' 


SO ist 

)■ 


und die Gleichung (10) gibt die Caucbysclie Teilbrudientwicldung 

^ ) = limV(SA ^ \ 

n n=co^ \Q—aJ 

in der die Summationsfolge in gewissem Sinne bestimmt ist. Ist 
z. B. \q eine gerade Funktion und sind die Pole reell nnd ein- 
Ca,cli, so liegeu zwei entgegengesetzte von ihnen immer innerhalb 
dcrselben Knrven die ja beziiglich der Aclisen syminetrisch 
gowahlt siiul, und die zugeliorigen Polynonie ® geben eine Summe 
M. _ M _ 2Ma . 

Q — a Q a 


sind Un die positiven Pole nnd lin von q nnabhangige GroJBen, 
so orbalt man also cine Teilbruchentwicklung 


im besonderen 


n 


lin {X, 1) 

()“ — ul ’ 


~ (xe 


2 


Iin(X, I) 
Q^-CCI ' 


uad (111 (lie Schraulcoa dor (5rd(3o (> (.r, von x and | unal)- 

liangis Hind, konvergicrt diese Roihe ebouso wio der Grenz- 
iibergang (10) in x und g*gleichmaJBig, solange eine der beiden 
Voranssetzungen x ^ f und festgehalten wird. 

Dio Hosiduen ii„ beHtimmon sich leicht aus dor Resolvente 
§47 (ir»). Sotzt man in dieaer, wie offenbar moglich, 

(11) a, (X, y) + i)f,, (.r, ;(/), 

wobei 'Jii, an dor Stelle (> - cti in (> regular ist, so ergibt sich 

((>!> — <xf) (}„ (x, y) — III (x, i/) -- ((i“ — oif) Sij, (x, y) 

r' 

+ (()“ — (f“) 1 ii, («, ?/) d- {{}■ — osf) (a, ?/)] 0„ {x, K)da == 0, 

0 

also 'wenu man q -.= cxi setzt nnd dann q fiir (J scbreibt, 

ii\ (»i y) - (“/ ~ I “) 

0 

14 ^ 
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ebenfio ergibt der kmnlti 


I , !/ ! 


«3 " r* 




indem man tf iltp i<l«n<*huiig 

Ih {■*'. y} -• <« ' v’- * I ' ' , » vj /», ( « . M I d «.• 

Daa Itoaidmim //, (j-, ,v.) nUu aU I unbii it »,,j, , th*» fnygral- 

gkichung tier Ftmktion t , r, aU I tuiktiMU v,„, ,, dpf 

Fnnktkm ftp. l»a aim § il .!i.h... In*. nur 

je eine bis auf einwn Itwiisliinuni 1 akt«»i 

da fernw fllr «, offpnbar judiw «, ijonmiufM it w.-r-bii kamt nj 
folgt, w#na e« Koastant* iind, 

Sind ana di« J'unktioinMi i) , uud nmniH i i, <1 ijj 

j f , « . *%, u In I . 

* 

80 ergibt di# (ilaicliaiig <H) «*d«.r 

J, fl| * :k „ I I , sit 

r ■ 

indom Mail mit 4^iy timl iift<i (fu. tuU^gral* 

gloiobnag dor Fnaktiua |.,j’ ' 44 ' Uh b.n,i»!/f, 


~ «*, j- -.-T r, r, * I ir ■ «;> I d 

alw, iaderM ««« |> «, , i nul .-hrma 

## --5 -- t|| #1 ^ i.l t * 

Damit iak fttr d«n Hn«>niiii«.iri.i< ii« 1 . k* 1 1 , fi di« 
biliaaaro Formal 




h,. > 0 


b^wienj dl« Iteilm kMn*i*rgii.rl un 1 },» t uiw h Wdw j 

tirOttOB 4- and y glmohamUig Mn!ni.h#}..it man wit idiirf JB ; 
virnnagouitot atotigsu talor awch ti«r tt!i4rkw..i!ip liwfctaw i 
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fx und integriert, so eAalt man die allgemeinste quellenmaUige 
Funktion zweiter Art nach den Eigenfunktionen (pn entwickelt: 

1/2 J/2 

.dx = .fjii '■ 


9y 


:^G{x,y)fx. 


fx 


Oder auch 


0 y Hn Vi 


wobei aus den Integralgleichungen § 47 (11) leicht folgt 

a„. = 0 X .jjjnX.dx^ 

0 

wie es nacli 47 gewunscht wird. 

IJin die bilineare Reihe auch als glicdweise differenzierbar 
nachzuweisen, beachten wir, daC die GroCen d G^>{x^y)ldx und 
0 6r^, (rr;, ^)/0 V/ aus Gliodern derselben Form bestehen wie q Gq{x^ y\ 
also aus Gliedern wie P und P/^. In der Gleicbung 

r ^'^9 ™ 9 f r W + 

J " J (1 + l + e^^ 

Yerschwindet das zweite Glied rechts, wie friiher, wenn n unend- 
lich anwachst, das erste aber nach (10) nur, wenn die GroJBe 
\^2 + V 1 feste Mindestabstande wahrt; das erfordert 

nach den an die Ungleichung (5) gekniipften Bemerkungen, dafi 
die Grofien 1 1 1 und \x — 1| liber festen, wenn auch beliebig klein 
festgelegten Schranken yerbleiben. Unter dieser Voraussetzung 
ergibt die Gleichung (9) den gleichmafiig konvergenten Grenz- 

iibergang lim f — 0 

;t ' : 00 J Q 

il,, 

und diese Gleichung bleiht gultig, wenn man F durch F/q 
ersetzt, scbon wegon der Beschranktbeit dor Grbbe P auf den 
Kurven S^h. Darait wird klar, daI5 man fiir in der Cauchy- 
schen Toilbruchentwicklung auch dO^ldx und schreiben 

darf, dafi man also diese Grofien in Teilbruchreihen von der Form 

8 Gq (X, I ) B n(x, i) 

entwickeln kann, die aber in x und | gleichmafiig nur unter der 
angegebenen Bedingung konvergieren. Dafi dabei 

P« (aj, i) z=z <pn^. PS (^, i) = <Pni-1p»X 


n ^ 
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S 4U. 

wil'd, ist aus der Integrievbarkoit dieser lleihou nacli .r und § 
leicht zu iibersohen. 

Mit Riicksicht auf die Unstetigkoit der ririillcsn (}[, und 
sowie auf deu obon in §47 festgelegttiii Mnifaiig des 
Begriffs der (luellenmaliigon Fuiiktion leitot man jotzt nach dor 
Methode dos § ;i0 ab, dab jode mit ihron crston boidon 
Ableitungen auf dem Gruudgebiot Mtiickweiso utotige 
Funktion Fx, die dio (Hoicluingon Fi) F' !, 0 orfiillt, 

nach don Eigenf unktiouon qii,x auf dio abgoiLudorto 
Fouriersche Weiso ontwickolt werdon kaiin. 

Alinliclies gilt fur die Fntwiiddung nach den I'niiktiainm f,, x, 
wobei abor an deu Endeu dos Grundgebiets otwas andoro Bo- 
dingungen zu orfiillen aind. 


§ 4<J. 

Die Sturm-Liouvillesche Aufgabe im komplexen Qebiet. 

Sei, wio im viorteu Absohnitt, daa Sturm-LiouvilloHc.ho 
Problem, iiidem wir uns auf eine beHomlore Art von Uaudbo<liu- 
gungen bescbriiuken, durcb dio Gloicbungou 

(72 y (M 

+(^ V ..() 

auagedriickt, wobei nun abor L aucli komjilex H(du mdge, was 
aucb bei Anwendungen bisweileu gefordert wird. Dann veraagt 
die Tbeorie des dritten Abscbnitta, da aie weaontlicli auf roolle 
Verbiiltnisso zugeacbnitteu ist; dagegen bleibt dio funktiumuithoo- 
retiscbe Metbode der lotzton I’aragraphou orfolgroich. 

Wir begiuuon mit einer allgemeiuen Bomerkung. Wonu dio 
GroCen P, Q in dor Differontialgleicdumg 
y" + Fy' + Qy = 0 

einen komplexen Parameter p entbalton und in oiuom gowisson 
Gebiet ® desselben regulare Funktionen von q aind, waiirend x 
etwa die Strecke von 0 bis 1 durcbliiuft, so ist aucb jodes lutetgral, 
das an der Stelle a? = 0 auf eino von p unabliangige Weise feat- 
gelegt ist, im Gebiet @ eine regulare Punktion von p. Seion 
etwa y und y' an der Stelle x = o gegebenon , von p uuab- 
bangigen Werten gleicb, dann folgt das Beliaujitote daraus, dafi 
das Integral nacb der Metbode der stufenweise fortscbreitenden 
Annaberungen in einer Reibe dargestellt werden kann, die gleicb- 
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mafiig konvergiert, solange P und Q gewisse Werte nicht iiber- 
schreiten. Im besonderen sei 

(PV 0 dV 0 

+ V =0, 1^1=1, 

und L YOU Q frei; dann kanu das Gebiet © in der Ebene der 
komplexen Zahlen q beliebig genommen werden und V ist eine 
gauze transzendente Funktion von Dasselbe gilt Yon dem 
Integral IJ ■== p . F, fiir das die Gleichungen 

.0 dU^ 

U = 0 , 7 - = Q 

(ix ^ 

bestehon, und das wie in § 29 (5) geschrieben werden kann 

X 

V — sin X f- I Tj 1 1 ' sin q (.r — ■ a?') d 

Q J 
0 

woboi Jj und //' aus L und U ontsteheii, iiidem man x durcli x' ersetzt 
Jotzt sei Q — a-\- (i% oc und (i reell, dann gibt die 

lotzte GleirJuing a 




1 1 


L' 


i (x xO 2 


Daboi ist otTonbar, wenn immer x ^ 0 genommen wird, 

(‘^) ^ I I ^ ^ i i ^ ^ 

also auch 

I /»2 4 J i (x - a*/) \ I 

00 o,- 


IhI imu L Htotig auf einer Strecke von x = 0 bis x -= a und 
ist HO Hci <1 der griifite Wert you | i[7e4''®| auf dieser Strecke; 

dann gibt die (lleicbuug (1) « 

' 0 

der in § 29 bonutzte LiouYilleso.he ScbluB ist anwendbar und 
man tindcd, H()!)ald jp| hinreicbend groB geworden ist, 

(4) 0/ < 1 + 

wobei h beliebig klein und positiY gewahlt sei. Dies gilt sogar, 
wenn \L\ bis zur Grenze 1 oo integriert werden kann, fiir die 
ganze positiYe Aclise der Zahlen x; man hat dann 


Pida:)< 1, 
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woraus wiederum die Beziehung (4) folgt, oder auch dieUngleicliung 

I ‘2. 

Fiihren wir diese in die Gloichung (1) cin, so orgcben die 15o- 
ziebungen (2) und (3) 

(5) 2z +(,’ 

■wobei I W\ unter einer ondlicben von q und .r unabhiingigcn 
Schranke liegt; ist z. B. 

I i> I ^ j" i B j d j:, 

so ist g < 2, und ” 

m 

\W\ <.^ 2J |L|d;r. 

0 


Dabei lauft x von 0 bis a oder atich bis + co, je nach don Vor- 
aussetzungen, die man iiber Jj machon kann. 

Die Grdfie 'U ist iin wosontlicluai, was in § 27 durch g);v be- 
zeichnet wurde, wenn q als gegebon, I ah goaucht angesehon 
wird nnd die Raiidwertaufgabe lautet 

y I CM 

+ v\ ..= (). 

Um die Greensche Funktion flir das von x ~ 0 bis x = a ar» 
streckte Grundgebiet zu bilden, mull neben noeh oine Funktion 
ijjx eingefubrt werden, die obenfalla ein Integral der (Jleicdning 

r/2 V 


ist und an der Stelle x = a verschwindot. Kiilirt man x ■ a 
als neue unabbangige Variable ein, so kanu i)X genau so win 
yorber go a: definiert werden, nur daC jetzt L durch die OriiOo 
L = L{a — x) ersetzt wird. Man kann also setzon; 

(6) tpx = A'cp (rt x ) ; 


A ist eine verfiigbare Konstante und qjx crfiillt die Gloichungcn 

^| + (9--l)«. = 0, y0 = 0, = 

Die Gleichung (5) ist also anwendbar, indem man li durch cjtx 
ersetzt und ergibt: 


(7) 


ijj X . ^ 


I tjr 

+ 0 


2j 
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weiin X von 0 bis a lanft, ist fur die Schranken der GroBe W 
inaCgebend das Integral auf der linken Seite der Ungleichung 


0 


CO 

Ill'll*; 

0 


jeno Schranken kdnnen also von a unabhangig festgelegt werden* 
Dio Green sche Funktion definieren wir nun nach Anleitung 
des § 27 durch die Gleichungen: 


a (X, i) = 


<p .r •Jf' I _ 

9' X . 4^ X — cp x,\l)' a’’ 


G (.r, 




g/ X . '«/» X — 9 ic . 1/)' a*’ 




der Nenner dieaor Briiche ist konstant, also, da r - 

warden kauri, 9' 0 . 0 = ^ 9 . 9 a. 


0 gesetzt 


Iliernach erliiUt man aus den Formeln (6) Und (7) fur die Green- 
sclio Funktion irn Falle x <C ^ den Ausdruck: 


rsi fU ti ^ a _ 1 ^ rjf/p) 

2/v(l + +■ tf/p) ’ 

und eine Scdiranke der verschiedenen durch | W | hezeichneten 
(irciBen ist von .r, q und a unabhangig, sobald jp] eine ge- 
wisBO Greuze iiberHchritten hat. 

An diesen Ausdruck knujifen wir zunachst eine Bemerkung, 
die sic.ii spilter als wichtig erweisen wird, indeiti wir den Grenz- 
uborgang (t •[ °o vollziehen unter der Voraussetzung, daB es 
miiglich ist, die in (} (x, |) nicht vorkommende Konstante A als 
Funktion von a so zu bestimmen, daB der Grenziibergang 

lirn i<x = lira A <p (« — n') — ip^x 

a <t f ©® 

odor (loch wenigstons der Orenzubergang 

lini (}{x, i) — fr„ (x,i) 

rt 4* « 

konvergiert. Da niimlioh, wenn /3 Tiber einer positiven Schranke 
liegt, offenbar die Beziehung 

lim «*«■><“ = lim e*"' = 0 

gilt, da ferner | — x ^ 0, also 

^ 1, 


^ 1, 



218 


Sochstor Abfichnitt. 


^ 4 ‘.). 


SO folgt, daC die nach der Gleichung (8) gebildcte GrciBe 

I 1 W'^) 

Q - 2i (1 + W/Q) I t ^ 

bei beliebig groBen Werten von |(>| bascbriinkt blaibt; TualSgobeiul 
ist dabei, was wir ubei' die Scbrankcn dei* Grdfien gtisagt 
haben, die von a, a* nnd ^ luuibbiLngig sind. Es gibt also 

eine positive Schranke g derart, dab |() C'Gb) ; ' /A Bobald !()| 
eine gewisse Scbranke iiberschritten hat nnd ji iibcr einer 
positiven Scliraiike liegt. 

Doch keliren wir zii endliclien Werten von a znriick. Da 
g)x nnd tx in diesem Fallo ganzc Funktionen von sind, ist (1 
eine meromorpbe Funktion, die sick nach der in § 48 gebraueliten 
Methode in Teilbriiche zerlegen labt. Donn im Ziihler sind die 
von einem Faktor W/q freien (Jlieder woben u einer der 

Werte ^ — .t, a; + It 2 a — | ■ f 2 a — x — ^ ist, die. a.lle, da 
X ^ I, der Strecke von 0 bis 2 a aug(didren; man indullt daher 
fur g G (,r, eine Anzalil von Gliodern der Form 




mit konstanten Faktoren, oder indem man dieso iindert und 
u — 2 ay, ^ = (2pa + 7r)'i setzt, von der Form 


f,y (a « +• ^) * ^ I ^ (>r ^ ^ 1 |- 


f 4 ., I | J 

dabei ist d ^ y ^ 1; as kann also y e im Sinne der allgemeineu 
Theorie des § 4b gesetzt werdeti. Auf den dort betracliteten 
Kurven 9tn ist nun die Grofie 1/(14“ besclirilnkt, mithin atich 


I + e"’ 


man kann daher fur P schreiben 

?rr 

?+r, , ■ 

Q 


e,+ l 


W\ 

0 )’ 
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imd (lie lctzt(3 (irciBe W beliiilt die diesem Zeiclien zugewiesene Be- 
schriinktheit jedenfalls aiif den Kurven Sin der ^-Ebene; die bisher 
geltendc'. Bedingung fi 0 kann wegfallen, da (x (x^ |) eine in q 
gerade Funktiou ini Dio (irdlJe 2^ kann also fiir die gleiclibezeichnete 
in § 48 genoininen werdcni, und es folgt wie dort, daJB die 
GreonBcho l^'unktion in die bilineare Reihe entwickelt 
warden kann und dalJ dioae gliedweise difforenziert werden dark 
Dainit Bind die Grand lagen fiir die Darstollungssatze gegeben, 
die hier diescdba Form erhalten wie bei der reellen Sturm- 
Liouvilleschan Randwertaufgabo. Die bei dieser Untersucliung 
benutzte Rnsnlvonte fiir dic^ Groonsche Funktiou und die Integral- 
gloicshung fiir die Figenfunktionen folgen gonau nacb der Methode 
deH § 2H. 

l)a(J abar uberhaupt Pole d(ir Greenscdien Funktiou, also 
Kiganwarte, and zwar in unendlicher Anzahl vorhanden sind, was 
in § 2H au8 d(‘r Theorie der reellen Integralgleicdumgen gesclilossen 
w( 3 rden konnt(s ergibt nich hier funktionentheoretisch aus der 
asymptotiscdien Darstellung (8); diese ergibt fiir den Nenner der 
Greanseheu Funktiou bei der Annahine ft 0 den Ausdruck 

(p a - Bin Q a f ^ , 

und da (pa mm in q ungerade Funktiou ist, kann man fiir den 
Fall ft 5", 0 die k'ormel 

^ i a 

(p a ■ sin ^ a d‘ ^ 

hinzufligen. detzt schlage man in der Elbene der komplexen 
GriiUe q urn die Htellen + W3r/a einander nicbt sclmeidende 
Kreise Un gleiohem Radius; auf ihnen bloiben dann Isinpaj 
und zwieehen endliehen positiven Bcbranken und man 

kann setzen . / 

(p a sin p (U 1 1 ■ ) 

' \ P P ^ 

odor kiirzer ^ v/r, 

gi a ^ - sin p a f 1 f j, 

wobei die Bcliranken der neuen GroBe W auoh Ton n unabhangig 
sind. Ist also n und damit p auf dam Kreise tn binreiohend 
angewachsen, so bleibt die GrciBe 1 + Kreisen t von 

1 beliebig wenig verschieden, kann also, wenn man sie in der 
Ebene der komplexen Zahlen darstellt, ilir Winkelargument nicbt 
andern, wenn man f,, durcblauft; das Winkelargument der Grofie 
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9 a mul5 sich dann also ebenso andern wio das der GrblJe sin ^ «, 

d h. urn 2 31!; der Kreis f„ und ebenso naturlicb enthiilt geiiau 

eine Nullstelle der GrbJBe 9 a, sowie n binreicbend grob gewordon 

ist. Damit sind unendlich viele Nullatollon des Ncimers der 

Greenscben Funktion nachgewiesen. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen bleibcn in allein Wesont- 

lichen erhalten, wenn man If nicht wie oben, sondoru durch die 

Beziehungen <i U , « ,, , 

, — hUi — 0, IJ , tr= I 

ax \ \ 

festlegt. Dann geben die Gleichungen (3), (4) des § 27 , die von 
der dort vorausgesetzten licalitat dor Grbben L \ind q nnabbiingig 
sind, genau nacb dor bier gebrauchten Mothode 

I 

2 (>■ 


f7ei’ 


')ix 


Als Grenzbedingung an dor Stello a werde das Vtn'sc.hwinden 
festgobalten. Dann kann i>x wio oben defini(^rt wcrden; tlie 
Groensclie Fuiddion wird, indoin wir II Ox sctzen, je nach 
den b'iilleu x ^ i durcli die Forineln 


(9). G(x,i) 


-Ox.i’i 
5iu:(^G)— 'All- 0 )’ 




- O § . Ip X 

O 0 . {t' 0 - /M' 0) 


definiert und im Falle a; | in folgender Weiso asymptotisch 
dargestellt: 

r( — 1 + ’F/p) (eaflio-f ^ . 1 | ’/*/p) 

^ fi) — 2 ^ 1 j. 

Daraus ist ersicbtlicb, dab die auf den Grenzubergang a ~ 00 

beziiglichen Erwiigungen insofern boi Bestand bleibon, dab auob 
bier die Grdbo p (x, in demsolben Sinne wio oben, wenn fi 
iibcr einer positiven Scbranke liegt, bescbrilnkt bloibt. 


§ 50. 

Die Greensche Funktion im unendlichen Qrundgebiet. 

Um die Sturm-Liouvillescbe Aufgabe in einem bestiminton 
Falle fur eine unendlicbe Strecke zu bebandeln, und von den 
Entwicklungen nacb Eigenfunktionen zu den dom Fourieracben 
Integral nacbgebildeten Integraldarstellungen zu kommen, fUbren 
wir in die Differentialgleicbung 

V 
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§ 50 . 

die Variable s = ein, so dafi die Strecke der positiven Werte 
YOU der Strecke Yon s = 1 bis s = 0 entspricbt. Als Funktion 
YOU s sei nun L analytisch und an der Stelle s = 0 regular und 
= 0, etwa in der Form — L — s -f- — entwickelbar, 

so daC das Integral 

s 4-00 

C\L\ ds f , r I 7 

0 X 

(iinoii endlichen Wert bat, entsprechend der in § 49 geltenden 
VorauHsetzung, und daB die dort erlialtenen Ergebnisse anzu- 
wenden sind. Die Differentialgleichuiig schreibt sich jetzt, wenn 
man luxrh W — j/s E setzt, 

(I- W 

-1 \ IK 0, 

(ii) '''i ,'r -I- {(>0 + k « + h, + . . .) W 0, b, = + 1. 

Die determinierende Gleichung iin Sinne der Fuchsschen Tbeorie ist 

~ + — 0 

und luit die Wurzeln + (> /+-*; boi der Armahrae 

(S) ™ « I-- li /, (i > — }, r — p i + 1 

bat die (Heicdnnig (2) ein an der Stelle .s' = 0 Yerscbwindendes 

Integral 

(4) W (Cq + ej s 4 ), 

und die Koefiizienten c bestimmen sich aus den Rucklaufformeln 
1" --t ’k * • • "F 1 4” w) — 0; 

die Beziehungen 

f(r -f ' n) n (u — 2 (> i ), ; / (r + n) | ~ w yi 4* 0^ + ^ 

zeigen, dalJ f(r n) nie Yerscbwindat, da dies oc = 0, n == — 2 ^ 
erfordern wiirde, was naoh (H) unindglicb isi Wenn nun 

(^) 

to ist offanbar 

, if(r + n)i > \q\, 

also 

{b) : |) = , Tq bf^ 4 Cl 4* ■ • • d" — i ^'i i* 

Jetzt seion die positiven GruBen d folgendermaBen definiert: 

<4 ^0 1 

1 5ji I /iifi, (/i, (^0 •} f/j “I •*•4 df^^i 5 
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dann folgt nacli (6) 

I ? I ^ ko I ^ I ^*1 I > 

I ^2 j ! ^0 ^^^2 Hh I ^^0 -^2 "I" ! ^*2 (V " ^^ 2 ) ! ^''*2 ' ^^ 2 "> 

k8?i<ko?^8 + <^1^^2 + ^'2/^o|< ^^8, >8 * 

usf.; also allgemein 
(7) 1 0/ 


Die GroJJen dn aind abor die Koeflizienton eincr in cineni g(‘- 
wissen Gebiete konvergonton Potemzreihe 


(h 

1 — jKj S — II2 5'^ 


d^, + d^s 1 d^s'^ \ 


Hieraus folgt niclit nur, dafi die xuiter (4) aufg(mt<dlte lUuhe IF 
ein ausgedebntes Koiivergenzgebiet besitzt, BOiulern nndir. Kou- 
vergiere die Iteilie hiS 1 ••• ia oineni Krcine um den 

Punkt 6' = 0, den wir ,U' nemien, und Hoi in ihin 


\ . 1 ; 

dann Iconvergiort a-uch die Eeihe d^ \-diS’\ ••• im Kreisa ft’ uiul 
ibr Wert liegt, aowic der Wart ihrer Ableitung, untar ainar von 
Q imabhangigen Scbranke f/, und die naziehung (7) argibt 

\q(CiS + \ <//, >(^‘,1 f I *■•)! </A 

Man kann dalior, ■wonn nocb I gonoinmon wird, setzen 

Kehren wir also zu dan Vonirularlichan a* und r zuriick, ho 
liat die (ileiclunig ./.j u 


uuter cleu geltondcu VorauHaotzuugou oin bostinimtOH Integral 

von (ler Form 

(8) il' :/■ — ei'i-' ^ ^ -- «i* s, 

vroboi '-P eino I’otonzreiho becleutot, '-j.^ 0 I ist, und in dem an- 
gegebenen Gobiet, d. h. weim s im Kreise ft liegt, 

, , yr »/f 

“ X 

gesetzt vrerden darf, wobei ] Wl unter einer von q unabbilngigcn 

Scbranke verbleibt, auch wenn man j^l unendlich wachsen liLCt. 
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Da die GroBen d und damit g von q nnabhangig ist, konver- 
giert die Reihe W unter der Voranssetzung (5) in q gleichmaBig, 
ist also als Funktion von q regular. Dies gilt aber aucb bei der 
allgemeineren Annahme (3), und wenn | 9 1 ^ 1. Denn jedenfalls 
ist dann |/’(^ + n)| >> 1, sobald n eine gewisse Scbranke k iiber- 
scbritten hat; man wablt dann einfach do, was angeht, 

so, daB immer 

^0 I ^0 1 1 ^1 I 1 ? • • • d]c I ^ 7 c 1 7 

und daB im iibrigen die Formal 

d'n = d^Bn 4“ dj — 1 + h (1)1^1 I>i 

fiir n'^'k gilt; man hat dann die Beziehung 

1 1 !<'■() I^n 1 +■ I ^"1 l^n — l I -(-••• 4 " 1 — 1 1 


und die GrdBon d ergebon sieh als EntwicklimgskoefHzienten des 

Bruchos . , , , , , , 

do -f s + 4 f ; , , . 

1 ^ . == + • * *’ 
wenn gcsetzt wird 

e. d. ^ do 7>h, <h , - . . • J/,. 


Die in IF auftrotendo Potcnzreihe kouvorgiert also bei der 
Annahme >* »- J , | ^ | ^ 1 und wenn b dem Kreise S? angehort^ 
gleichiniiCig in q und ist als Funktion dieser GroBe regular. 
Singularitiiten katm sie ofrenbar nur haben, wenn f{r-\-n) — 0, 
also « ■ z t), 2 ft == — n, q — — ^n?; diese Stellen komtnen nicht 
in Betracht. Fiir uns ist nur wichtig, daB die GroBe x> als 
Funktion von q in der ganzen Halbebene ft^O regular 
ist. Sie vorsehwindet, wenn /i!>(), fiir = 4 - oo wie 
ist also nach x absolut integrierbar ebenso wie if?' a*. Bei 
reellen Werten von d. h. wenn ft 0, verhalt sich die 
GroBe fiir x = 4 wie ist also beschriinkt 

ebenso wie ihre Ableitung. 

Mit t/7 X kombinieren wir die in § 49 eiugefiihrte, durch die 
Gleichungen ^0 = 0, 

festgelegto Liisung der Gleichung 

(10) 9."+((>»-I,)9J = 0, 

die eine ganze transzendento Funktion von q ist, in der iibrigens 

die Stelle 0 auch durcli jede positive ersotzt werden konnte; 

q)X kann, wie jede Losung, in der Form 
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geschrieben werden, uud die Faktoren der Expoiientialgrolien siud 
Potenzreihcn von s, also als Fnnktioneu vou .k bia ins poaitiv 
Unendliche bescbriinkt. 


Wir fiihren weiter eine Greenscbe Funktioii iUmlich dor des 
§ 4!) ein und setzen, im Falle ^ a; 


im Falle x > | dagegen 


cf) .r . t ^ 


Q.i<o ’ 


die Funktion 6\,(a;, i) ist ol'fenbar in a- ntid § HymniotriHob. 

Die Grobe — ist dor DilToreutialgloichung (10) zu- 
folge, deren Lbsungen 9 \ind i’ siiul, konatant, also gloich 


9' 0 . 0 — 9 0 . 1)'' 0 — 9' 0 . 4 > b ™ p • </' 0 ; 


man fmdet dalier sofort, indom dor AbloitiuigBstrich sich auf das 
erstc Argumont bezioht, 








4> 0 


Was nun den Cliarakter dor (JrdlJe ak Funktion you () 
betrifft, so ist sie nach dcin, was wir iiber (px und tj^x als Funk- 
tionen von ^ wissen, in der llalbebeno (i ^ 0 rc^gulilr, wo nicht 
etwa verschwindet. Dies ist zuniichet Ixu reollen Warten g 
ausgescblossen , weil aonst ijjx aich imr urn eiiuui konatanten 
Faktor von der reellen Funktion unterHcliioda, waa nach (8) 
nnmoglicli ist. 

Ware ferner fO ~ 0 fur einen komplexen Wart von 
^ = 06 +■ in welcbein ^ "> 0, so biitte die (Ueichung 


d .r^ 




^L) V 


0 


eine Losnng die an den Stellen x r- o und x -- d oo ver- 
scliwiinde, an letzterer Stella mit ilirar Ableitung und bo, daO sie 
bis zur Grenze -f oo absolut intogrierbar ist 

Setzt man jebzt voraus, wie as frliber moist geschah, L sei 
reell, so ware die zu konjngiort imagiiuire GrtiCo 4^qX eine 
die aben angefubrten Eigenschaften mit fx teilonde Lcisung der 
Gleichung m 

a^+M-L)n==o, 
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ill (lor Qn = a — gesetet ist Man konnte also die Green sche 
Operation anwenclen und .schlielJen 

4 TO - 4-00 

I {<1’ i>o — i’o) a: + {q- — Q^)\i;xl)^dx = 0. 

<■' 0 


Dio Intogralo konnon, wie geschrieben, ins Unendliclie er- 
streckt wordcni wogen der auf die Stelle a; = + oo beziiglichen 
EigonHcbafteu dor Grbbon ip und 


Fernor hat man nach der Aiinahme, die wir widerlegen 
wollcn, t (t ipa 0 = 0; das erste Integral in der letzten Gleichung 
ist also oiiifacli 




tpiPn- 

iiiul bloiht di(^ Gloicbung 
(Oo — 


0 


•\~ oo 


0. 


I Her ist das Integral poaitiT und endlich; also folgt pjf — 

0; g miiBto, weil nicht roell, rein imaginar, negativ sein, 
etwa = und r reelL 

Daun liiltte die auf die unendliclie Strecko von x = 0 bis 
sc — CO boziigliche Uandwertaufgabe 


( 11 ) 




L)Vz= 0, V 


0, 4”©® 


in F 4) a: eiuo Lusung init negativem Eigenwort X — —xK Das 
ware doukbar, wenn L auf jener Strecke das Vorzeicben weohselte, 
und zwar kruuiton, wie baaondere auf Sturm zuriickgehende Be- 
traciitungen zeigen, (3ino endliche Anzahl soldier Losungen vor- 
bandon sein. Wenn wir aber, wie friiber meist, L positiv oder 
dooli niclit negativ annohmen, so ist aucb -f positiv und 
eine liisung ist unrndglich nach den Betracbtungen des § 26. 
Wird also L auf dem unendlicben (Irundgebiet von ;r = 0 bis 
X + oo nicht negativ, so ist koine Kigenfunktion der differen- 
tiellen Uandwertaufgabe (ll) vorbanden, und die Greensche 
Funktion |) ist als Funktion von g auf der Halbebene 

^ ^ 0 regulilr. 

Wir kcinnen ferner iliren Wert bei grofien Werten von | g | 
abschatzen, indein wir benutzen, daC nach § 49 die Beziehung 

(12) qp X = sm ^ ^ 


Kiititr tut^gmlglsiohiiiigiM, 2. Aufl. 
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gilt, also nach (8) und (9) im Falle a: ^ indem man fur den 
Quotienten zweier Ausdriicke 1 + einen ebensolchon sclireibt, 


Q (®> 


0 




(? + *)_ 


Die bier auftretenden KxponentialgrbUen eind, da ^ ^ a; und 
/3 ^ 0, absolut nicht grbUcr als 1, die Sc.hranken dor (iriiBon j ’i*’| 
wie in den Gleicbungon (9) und (12) von .<■, ^ und q unabhiingig; 
es gibt also solche positive GrolJeu </ und f/o, dall all- 
gemein 1 P (a?, I) 1< 

sobald IpI > (^o) ^ ^ 0. Diese Ungloichung ist wio dio Gloi- 
chungen (9) nur gesicbert, wenn s = c" * dem Kroiso .Vi' angobcirt, 
d. b. wenn x und | eine gewisse Scbranke uborsobreiton. Diese 
darf aber gleiob 0 gesetzt werden, indem man Xa -f- .»■ an Stolle 
von X einfiibrt, wodurch sicb <lio gauze Aufgabo nur unweseutlich 
andert; wie ja scbon boi dor Hotracbtung dor GrdBon <p0, tpi) 
bervorgeboben wurde, dab man 0 dtirob einen auderen Wert 
ersetzen kann. 

Jetzt ergibt sicb eine bosondore Form des CauchyHohon 
■ Integrals der GrdBe als Funktion dor komploxen GrillJe p. 
Seien C, positive Konstante, o = y + d f, y und d roell, d > 0, 
und sei S)i der Umfaug des Recbtecks rait don Kckon -{ ( a, 

On + iOi, -({-{-iOi im poaitiven (fmlaufssinn; in seinoni hmern 
liegt die Stelle 0, sobald die Grddeu Iiinroiobend groB sind. 
Dann bat man dio Formel 




1 

'2xi] Q -- d 


dp, 


lit 

und wenn die Grdfien 6V groB werden, so warden die I'eilo dos 
Integrals uber 3{, die nicbt langs der reellen Aebao gobildet sind, 
unendlicb abnehmen, da dies von jedera Integral 

r MdQ 

J p (p — d) 

gilt, in welchem M bescbrankt bleibt, und M = q (», gesetzt 
werden kann. 

In der Grenze folgt somit 




. -L- f 

23tf J p d 


d p. 
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Ferner ist offenbar 

]~ Q+6 '~ ’ 

da der Integrand im Innern der Umfangslinie und anf ihr in 
Q regular ist, und man kann sich aucli liier auf die Integration 
langs der reellen Achse bescbranken: 

-f- 00 

f (?| g {x,, I) d p _ 

J ■ + " 


somit folgt, wenn 6 = y d' > 0, 


(13) 


('nisf, I) 


1 ‘ 2 p (if, (x, I) d p 

2 7C 


§ 51. 

Die Fourier-Hilbsche Integraldarstellung willkUrlicher Funktionen. 

Die Formel G,. (x, |) = , 

in der x ^ | vorauagesetzt wird , zeigt nacli dein , was in § 50 
dber das Vorhalten der Grolie iIjx festgestellt ist, dalJ G^,, wenn p 
imagiuar, also ^ > 0 ist, ins positiv Unendliolie absolut integriert 
werden kann. Dasselbe gilt von dem Produkt Ga(x,ri), 

wenn p rooll und (f imaginar ist; sei fortan 0 = y-l-di, d >. 0- 
Der Abloitungsstrich beziehe sich auf das erste Argument; daim 
golten die Gloichungen 

G" (.r, i) + (p^* ~ L) G, (X, t) =r. 0, G, (0, g) 0, 

G'k {X, n) + ((j« - L) G„ {X, S) = 0, Ga (0, 7)) = 0, 

aus denen durch Greensche Kombination folgt 

m 

I j G„ (x, ri) (y, (■«, I) - (h (^. I) («. ’j)} ^ ^ 

0 

X 

4” J G(j (^, fj^dx == 0, 

0 

15 « 
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Oder, weim x jede der OroBen ^ und i/ iUiorsteigt, itiit RUciksiclit 
auf die Unstetigkeiten dor Ableitungen f) und (ln(x, rj) an 

den Stollon | und tj 


Onil yi)-<h>(:*h^)+ <in(An) >i) 


it 

4, (yj-,ja) j 

0 


>/) <lx -- 0. 


Hier konyorgiert das Integral, niicli lioi roelUui WerUui (>, wcmi 
man .r iiber alle Grenzou waclieen liiCt, ■wilhreud die (Iritfien (1^, 
und (1[, benchrilnkt bleiben, (in und (!'„ aber vorHchvvinden, und 
man erhalt die Frodbolm-IIilbortseho UoHolyenle 


0 

Sei nun woiter eine bei ponitiven WrirUui von .r noch 
nalier zu koimzeiclmeudc reelie Funktiun; h(U Fi) 0 uiul werdo 
\ (iP L) Fj' ’ — /\r 

gesetzt; die (Jreensche Verkniipfung dioser init dor zwaiten 
Gleichung (1) ergibt dann, ■wenn x > t|, 

a 

— Frj 4 \F'x.(rn{x,y}) — Fx.(r„(x,yi] \ | 4 l/'.c. <ln(x, tj) d.v ■ (I, 

(> (1 

also, -wenn fx stetig und fur alle positivon Werto von x boHchriinkt 
ist, mit goandertor Bezeiebuung 

4 Qti 

(3) F^ —j (}„{x,^)fx.dx-, 

<) 

das Integral kouTergiert wegen des Verbaltens von im llu- 
endlichen. Die Funktion Fx erscheint hiermit cjiielleniniillig 
dargestellt; um die fur fx geltende Voraussetzung zu erfiiUan, 
•werde zunachst festgesetzt, daC Fx mit den ersten beiden Ab- 
leitungen stetig und beschrankt sei; wir fugen sogleich nocb due 
weitere Voraussetzung hinzu. 

Multipliziert man die Gleicbung (2) mit f ri und intagriert, 
so ergibt sicb 

4* w 4 « 4 eo 

= I (f , ■»?) A . d j? — _ fls) j /'ij . a (j-^ {x , |) (x, yf) d x; 

0 0 0 
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das erste Integral hat einen Sinn, wenn wir die GroJBen JP, JP', jF" 
ins positiv Unendliclie absolut integrierbar voraussetzen , womit 
dasselbe fiir fx gilt. Wenn nun, was einen besonderen Beweis 
erfordert, die Integrationen im zweiten Integral yertauscht werden 
diirfen, so folgt, nait leicht geanderten Zeichen, 

-i* 00 ca 

(4) Fx — I (x, a) fee .da — (q^ — 0 ^) j 6r^, (x^ a) Fa . d a. 

0 0 


Anderseits folgt aus der Gleichung (13) des § 50, indem man 
den dort gegebeuen Wert von (f-fj in die Gleichung (3) einsetzt, 


(5) 




1 

Tfi 


fX) 4- ro 



0 


r/i 




und wenn, was nocli nachzuweisen ist, die Integrationen ver- 
tauscht werden diirfen, indem man | und x durch x und a ersetzt, 


( 6 ) 


F-ii: = • f "-f 1 a)fo(..di 

a Tt i J — (Js J ^ 


Setsien •wir luor fiir das iimero Integral den Wert, den die 
Gleichung (4) ergibt, so folgt 

m 4* X + 

— , ,/ 00 0 


und da das erste Integral rechts yerschwindet, ergibt sich die 
Ilauptformel , , 


( 7 ) 


F.t 


I 

%i 


^ p (/ () I f ry {x, a) Fa .da, 


«- 00 <) 


wohei beachtet werde, dab (iyix, a) auch beireellen Werten von q 
nicht reoll ist; die Funktion Fx ist, "wir wiederholen es, wie ihre 
ersten beiden Ableitungen stetig und ins positiv Unendlicbe 
absolut integrierbar und verschwindet an der Stelle x = 0. 

Was nun nachtraglicb die Vertauschung der Integrationen 
in der Formal (6) betrifft, so kann zunachst das inn ere Integral 
in die Form 

J P~<i 
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zuriickversetzt wenlen, aus der gh oben cntstaiuloii ist; das zu 
untersucliende Integral ist dann, iiideni c oine poHitivo Konstante 
bedeutet, 




0 \){ 


( 8 ) 


iU 0 «■ ?« 


Hier iiberaiebt man loicht, dali das zweito uiul dritte Dtnijiol- 
integral beliebig klein gemacht wordon kdnneu, iiubmi man a 
wachsen labt, denn \fx\ ist bia zur (Ireazi! ! ■> integrierbar und 


(I 


0 { ■f) i 


'2 jr / J Q • (J 

111 


liegt unter einer von x uuabhilngigen Schranke; 4 » t >\, ( .r, ^ ) iat 
auf dem Umfang Ik beschrankt, wio woit man auch auadelmeu 
mdge; in dem Doppelintegral 

4 

« 0 


kann das innere Integral ala (IriiBe W q gewchrieben werden, 
■wobei die Schranke der GriiBe W von der Ausdehming de» 
Ilechtecks 9t unabbiingig iat; auch erhElt iliosoa Doppelintegral, 
■wenn man — cf fur (J schreibt, den Wert Null. Man erbiilt also, 
indem man 9i unendlich ausdebnt, die Form 

4 - OB + « 

— 09 () 


womit die Formel (6) bewiesen ist. 

Ein zweiter Nachtrag muB, um die Formel (4) zu sicbern, 
die Vertauschbarkeit der Integrationen in dem Integral 

4 “ ® 4 * 

j" /"ij . d j Gj, (x, I) (t„ (x, t}) d X 

0 t) 
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erweisen. Wir zerlegen dasselbe nach dem leicht verstandliclien 
Schema + « + 00 + 00 4 - 00 + 00 7] 


I dri I Mdx = j Mdx -{-^dyi^Mdx 
0 0 0 »] 0 0 
and erweisen die Behauptung in jedem der so erhaltenen Aas- 
driicke nach derselhen Methode; im Integrationsgebiet des zweiten 
Integrals rechts ist dann immer x ^ rj^ and man integriert in 
der 2’7^-Ebone liber den bei gewohnlicher Zahlang zweiten Oktanten. 
I^ei der Vertaaschang der Integrationen andern sich die Grenzen, 
and wir behaapten 


I d'Y] I Mdx — I dx j Md'Yj] 


0 0 0 
dabei ist jetzt inimor zu setzen 


q)^x. 4’ a V 


wonn wir boi den zar Bildung der GroCe benatzten Fank- 
tionen (p and ij den komplexon Parameter 0 sichtbar machen. 
Nach no ka.nn man nun ansetzen 

(/Vj Sj (pa X — ''^ 1 .9 -f- s, 

wobei auch p fur 0 eintreteu kann, and die Faktoron sind als 
Funktioium von x fur alle positiven Werte beschrankt; ferner 
sind in den GnHJen 

alle Kxpoueiifciellen init imaginiironi Exj)Oiientou, da q i-oell ist, 
l) 08 clirilukt; dasselbe gilt also von und man kann setzen 

(10) M — fij . ( iVi +'/)*-!- jVa 

woboi die (irdllen JV im ganzen Integrationsgebiet bescbrilnkt, 
d. h. ahsolnt unter einer von x und yj unabhilngigen Schranke 
golegen sind. 

Uni nun zum Boweis der Fonnel ( 9 ) zu kommen, schreiben 
■wir, unter // eine positive CJriibo verstehend, 


T * 

0 <» 


9 

i 

t* 2 

= .<4 

Mdx + 

dr/ 

J 

0 ( 


V 

If f 

f 


{"'■J 

1 M(hi + 

(/r j 


Mdx — Ji 4' 

t> g +00 

Md Yi +1 dx^Md Yj 


h + 
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St'cliHlor Abs<‘)mit t. 


dabei sincl J,, und J,. die Summandou dcr Sumiiuin vi»n Doppol- 
iiitegraleu in der Folgo, wie sie liiiigeBchrielioii siiid. OiTtiiibar 
ist /i — Jn da boide Intograle KicVi iiber die Fliiche d((K Dreiecks 
erstreckeu, das in einer ;<: j;-Kbeue von den (ieraden x -- 0, 
riTz:}/, X — 11 begronzt vrird und M ini Kndliehen stotig ist., 
80 daI5 die Integrationon vortausclit werden diirfeu. Weitin- zeigeu 
wir, daJS durcb passende Wahl von // die Intograle J., und Jg 
absolut beliebig herabgedriickt werden kdunen; dainit win! dann 
die Glcichung (9) odor J — J erwiesen soin. Zii dieseni Zweck 
beachten wir zuniichst nur die jnit deni Kaktor ‘h\ behafteten 
Teile des Integranden nnd iindon alw 'I’eihi von c/.,, und 


f 00 •// 

1 « p« 

t f 


j j iViC "®'‘(Gr, 

dx.i; '■■■• iV, 



<J 0 if it 


g \ m 

I dx . I" lY, f! >!''> f>i .d>i, 

<1 .* 

(lie alle drei offenbar beliebig klein werden, wc^im r/ !unrei(!lu‘iul 
gewacbseu ist, da ja boBchriinkt ist imcl ins riumdlic.he 
absolut integriorbar. 

Etwas scbwieriger liegt die Bacdio bei dc'U init iV., behafieitui 
Teilen. Im Integral ist das betreffeiula Integral untor dc'r 
Greuze i ^ 

j (hj 

u » 

das innero Integral liegt, wenn z. li \N^ * A und A von .r und 
imabbiingig ist, unter dem Werte 



also das gauze unter einer fichranke 

Ji^\fri\dt], 

it 

wobei B von g unabhangig ist; dieso GriiCe kann also liureh 
hinrmcbend groJBe Worte von g beliebig kloin gernaeht werden. 
In dg findet man fur den zweiton Teil 


4-00 '4-00 



0 » 




■f m 

I da; . 


r/ 
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und tier ist nach dem zweiten Mittelwertsatze, da eine 

monotone Funktion ist, 


( 12 ) 





die reclite Seite der Ungleicliimg (11) ist also kleiner als 

-{- f» -j- rjo 


A 


dx^ \fri \ d'Y]. 


Diose (irdlio wird erst daim bei waclisenden Werten von g mit 
Sichedieit Ixdiebig klein, wonn wir anneliinen, die GrdlJe 

I 00 


sai als Funktion von x ins positiv Unondliclie integrierbar. Dazu 
geniigt es, wonn die Funktionen Fx^ F'x^ sich im positiv 
Unendlicben varhalten wie eine Potenz in welcber /j >• 2 ; 
d, h. wir aetz(‘.n fast, dal5 die Grdiien x^' Fx\^ x^\F^'x\ 

im poHitiv Unendliclion bcBchrankt bleiben. Alsdann wird 
auch das ganz(‘. Integral bei wacbsonden Werten von g be- 
liebig klein. 

I)aBSi‘lb(3 Verhalton ist jotzt auch an dem mit behaftoton 
I'eil doH Integrals f7.{ zu erkennen; or (u-fullt zunilchst die Un- 
gloichung 



iVgff 

*/ 


if f <» 

•<; A j* ^ d .r J 6*“" ^ fij d 1 } , 

if 


deren rechte Seite nach (12) kleiner ist als 

If » 1 

(1!J) A 

u 


If 

J (/./• j \ fn <lr}. 


Bei groBen Werten von x kann man aber nach den jetzt geltenden 
Vorausseteungen, wenn B eino Konstanto bedeutet, 


setzen; daraus foigt 

k #» 


10 / 


<r^ 


li 


B 
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Hecligti^r Alwchuitt, 


§ 


51 . 


unci (la k — ‘2 positir ist, vnrschwindet die njchto Heito der Un- 
gleiclnmg (13), wonn y iiber alio (Irenzcni wilchst; daHstdbo gilt sorait 
von tZi, im(i (lio Gloichuug J=:J odor (It) iwt vollntilndig bowieson. 

Fuhren wir noch dieselbe Betrac-htung fiir das iilinr den 
ersten Oktanten der aJij-Ebono erstrec.kte Doppcdintegral durch, 
so ist auch die Vertauscjiibarkoit dor Integrationt'U in doin lutogral 

+ (T) \ m -I m 

j f >i . dr] j (ig, (.r, S) ('u {a •” j ( (G S ) • d 

0 0 «* 
bewiesen und damit aucdi der Bowois dor Hauptfonnel (7) luitor 
den jetzt geltendon Voraussetzungon endgiiltig volloiidot. 

Will man dioso in roelle Form bringou, so ist zu bodonkou, 
dab, wenn man ^ durch — p ersotzt, dio rcndlt' (Jrollo tpx q 
ungeiindert bleibt, dio imaginaro rpx. iiO abor in dio ilir konjn- 
gierto iibergeht. Da nun Fx reell, das Intogrul auf d(*r roohton 
Seite der Hauptformel (7) oder 

it, 0 

also rein imaginar ist, so geht es in <lc»n konjngiortc^n, d. h. den 
6 ntgegengeset 2 ;ten Wert Uber, wenn man (i dnrtdi - ersotet; 
man kaun also die Hauptformel aucli Hehredhim 

f- m I- flr> 

(U) j f ) - G J.(.c, t)l Fx.d r. 

— t) 


Ist nun toic dio zu rpx konjugiort iniaginilro (irbUe, so gilt 
auch fiir sie, da q recdl ist, die {'iloichung 

man kann daher, untor Q einen von r unabhilngigon Faktor 
verstehend, setzen 

(15) Q.qiX = ipgiQ.ijrx — i> 0 . il’o 

und erh&lt fiir den Fall ® ■< S 




<px I ti __ 

(> 1^0 !)(,() 
also einen Ausdruck, der auch boi dor Annalmu) x 
bleibt, und die Formel (14) ergibt 


^ V’tt- 

gultig 


4“ » 

® 2«t J 


Funktioneutheoretisohe Methoden. 


235 
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Dieser Ausdruck wird vollig greifbar, wenn wir daran erinneri] 
daJB gesetzt war oder zu setzen ist 

tjj X — s = e"”®, ^^0 = 1, iIjqX = 

wobei und Potenzreihen mit konjiigiert imaginaren Koeffi- 
zienten bedeuten, die aber stetig bis zur Stelle s = 1 fortgesetzt 
werden konnen; man findet jetzt aus der Gleichung (15) und der 
immer geltenden Beziehung cp'O — q sofort 

Q 2 i 1 4^0 1 + ^ (iPo 1 . 1 - 1 . 1). 


Dies Ergebiiis auf die am Ende des § 49 betrachteten Grenz- 
bodinguiigen zu iibortragen, bietet koine Schwierigkeit. Man 
setzt im Fallo a; | , entsprecliend dor nach § 49 abgeanderten 


Griilio _(l> s 

( 1 6 ) {x, i) = ^ ^ 


(l>'0~h<I)0 == 0. 


Der in der Ilalbebono /i ^ 0 regulare Nennerfaktor tp'O — hijjO 
kann fiir keinon Wort von q verschwinden, weil dann die Rand- 
wertaufgabe 


<pr 

(I 




0, 



dV 

dx 



eine stetigo Lbsung hiitto, was sicb auf dieaelbo Weise wie im 
Falle h — oo als unnuiglich orwoist, wenn L auf dem Grund- 
gebiet positiv ist. Dio Untersuchungeu des § 50 wie des gegen- 
wilrtigen bloibon erhalton, besonders die Greenschen Operation en 
verlaufen rochuoriscb wie friiher, und erhalten bleibt die Haupt- 
formel (7) mit der Bedingung J^'O — hFQ — 0. 


§ 52. 

Integraldarstellungen in trlgonometrischen und Besselschen 

Punkfionen. 

Die Annahmo /v = 0 flihrt auf die Gleiobung 

A^V 


dsP 


+ Q^r~ 0 


und ergibt sofort, wenn die Randbedingung Fi“ = 0 und isV 

ya; = sin p*, ^x — «) = ’ 


Q 
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SodiHt.or Abeclinitt. 


§ 


die Formol § 51 (14) worm FO = 0, das ln'kannte Krg(ibnis 

j . oo IX) 

t'x =r ^ I d () I Fk . sin q x sin q a d «, 

— CO U 

(lie Gmndformel § 51 (7) wurde 

■}- <x) as i ' 1 " 

niFx — I sin ()«./'’ «.(/«(- j dyj mn^x Fa, da. 

«— /I 0 iX) .f 

Nimmt man dagogon ids (Jrouzbodingung 


il t’ In 

, -nv 

a X 


. , h sin (> x , 

0, d> cos ():« H , 4'X 


so gibt die Formel § 61 (10) fur den Fall x <3 | 
/ hBmi)x\ 


/ hmnnj'X r 

(X, ^) rrr (UIS ^) .r — . 


IF 


f 00 + «> 


Fx 


I 

7t 


xmd wctin man h o 8 et^:fc, ergibt sicdi dic^ bokaiinte Fcnimd 

+ (10 4 w 

I rf ^ j" Fa . cos Q m cos g x , d a 

— 09 0 

mit der Ilodingung F'O ~-= 0. 

Bossolsche Funktionen troton auf bd dor Kandwortanfgabo 
cfx r) ^ ™ ^ " ondlioli, V " ’ 0; 

die Differentialgleichung filllt nicdit ganz untor die in i) 5 1 unter- 
sucbte Art; die notigen Abauderungen der 'riuwrie sind abnr 
leicht zu uberseben und alles kann aus don bekiiunteu Figim- 
schaften der Besselschen Funktionen bestiltigt werdon. Diese 
fiihren wir damit ein, dali dio Gloiohung 
d ( . .,dij\ 


dx 


ix 


dx) 


+ 4 )»l/ 0 


die Losungen J{q'^x') und K^Q'^jx) hat, woboi wie imnusr 


( 1 ) 


J u 


MS 




u* 


2a ' ‘2s.4» 


•, ACm r.==: jI/m log M f- 'Xl (m») 
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^ 52. 


2 cos 


gesetzt ist uud eine Potenzreilie, A eine Konstante bedeutet. 
Die Konstante A sei, wio iiblich, so gewiiblt, dab bei groBen 
Worten von |ti| die asymptotiscben Darstelhmgen 

(I „ 2^(4 

, A M ~ , - 

y'Jjr/r fin'll 

gel ten, auH denen folgt, dafJ die der Differentialgleichung gemitfi 
konstante (irdlJo — durcli die Gleichung 

(B) ' ^ 


( 2 ) 


Jtl 


C-) 


Ju.K'u rPn.Ku rr. 


7TU 


l)eHtinmit wink S(d.zt man hier die lleihen (1) ein und integriert 
fiber den KnuB \ii\ ~ r, ho versidiwinden alle Integrale 

j log u (I H 

init r luid luif der linken Boite der integriei’ten Gleichung (3) 

bleibt mu* das (Hied ^ [du 

A 

J 

filing, daa dundi Vergleicdi mit der rcchten Beite den Wert 


A 


2 


7t 


ergilit. I Horans folgt eine brnnerkeriBwerte Kigenschaft der Grblie Kit 
ini Ilaellem Hie wm*de lad poHitiven Werten von reell gonommen; 
man Iiihsc* dann u durch dn» obere llalbebeue dor komplexen 
GrdUe u von imsitiven Wortan init fentem ]u\ zu negativen Werten 
bbargihen; daim gewiimt der anfangs reelle Wert log ti, stetig 
sich iinderiid, den Zuwacdis and ee folgt, wenn >> 0 ist, 


(4) /i( ■ 

wobei liber A'l-- 

galegt int 
KrwHlmou 
asymptoliHch 

Kii 
J li 


«l : Ku t Ani.Jn Ku — 'li.Ju, 

•■») in dor luigegohouen bosondoren Woise fest- 

wir mudi, dab di'H (Ucichnngeu (2) ziifolge 



gewtzt wordon kaim; sind also r und ic ruello (Irulien, ist 
« ■ n j II' K und Ifilit man = -p vverdon, so ergibt sich 


(B) 


lim 


Ku 
,1 u 


t. 
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^ 52 . 

Jetzt bildon wir im Siimo des aufigespruchcntiii Uandwert- 
problems eine Greenscho Funktiou fur dio Str«cko von 0 bis a 
mit den kenuzeiclmenden Eigensehafton 

(4 j; (i'U\k)) + (»® ~ ('«, I) — n, 

(6j ^ 

(r(0, g) endlic.b, 1. 

Dann sind die Grbbon J{k y.r ), in di'iuju ,f (k\ii) -- () geHelzt. ist, 
Eigenfuiiktionen des Kerns und man fuukd. fiir diescn iin 

Falle r ^ | den Ausdnuik 

a I) — — ’I' '■^1 J;' I {,/(p I i ) A'(4> I (I ) - ,/ ( p ^ r< ) K I 4) )! , 

4 ./( 4 ) ]a) 

der, wenn wir wie in S‘1‘* j'dzt a -{ »' wstzmi, in (‘iiic (Jrenz- 
gestalt G-^, dio Greenscho Eunktion fiir dio Strocko von (» bis | oo 
ubergebt. Dazu muli angonommen wordeii, wenn ' a \ (ii 
und «, (i retdlo Grolkii sind, /i > 0; sotzon wir » • q]h, ho ist 

IV — und die Eorinol (">) (U'gibt fiir K(q]h) ,/{,{>] a) den 
Gronzwort — i. So orhalt. man dio Kornitd 

(7) G'^(x,|) = + J(i> V.r) !./((, VI ) - i K (y V 

80 daB nebenbei bemerkt dio in (> moromorpho, don Faraimdor a 
enthaltende Funktion durch den (irenzubergang a [on in 
eine vieldeutige Funktion von p ul)organgon ist. I)('r lotzto Faktor 
der flroBo G» wiire nach [5 4i) duindi S zn bezoitdmon, Kr- 
setzt man in den (Jlehihungon ((!) dio (iroBo p durch d, so tindot 
man fUr (i^ und Oa die Kosolvente in der Form dor Gloichung (2) 
des S f)l- 

Die Difierenz ./(p y'x) — iK{Q V-<0 asymptotistdion 

Formeln zeigen, das bis auf einen konstanton Faktor laistimmto 
Integral der Gleiohung 

das fiir a: = 4- 00 verschwindet, wie dio orate dor GriiBen 

wahrwd in jedem andereB Integral ein die /.weito (iroBe ent- 
haltender Summand auftritt; jene Differenz ist die Funktiou 
unserer allgemeinen Theorie. Die GroBe (}^ hat einen Sinn auch 
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§ 52. 

fur reelle Werte von sie ist in der Halbebene /3^0 iiberall 
regular mit Ausnabme der Stelle ^ = 0. Trotzdem kann in der 
Bezeicbnung des § 50 die Gleicbung 

( 8 ) = 

dt 

angesetzt werden; denn scMieUt man die singulare Stelle aus der 

Integrationsbahn 91 ans, indem man sie anf einem der Halbebene 

^ 0 angeliorigen Halbkreise umgeht, dessen Mittelpunkt die 

Stelle ^ = 0 nnd dessen Radius r ist, so werden wieder die 

Integrals r , , 

I log uau 

liber den Halbkreis |w| — r erstreckt mit r unendlich klein. 

Bei gx'oBeii Werten yon p zeigen die Formeln (2), daii die 
GroBe I), in der wir jetzt und ^ positiv annehmen, 

sicb asymptotisch znsammensetzt aus den Exponentiellen 

wobei im Exponenten nur Imaginares weggelassen ist; die Be~ 
schranktheit ist auch im Falle /3 = 0 ei’sicbtlich , day^—Va? 
nicht negativ ist. Man kann daher, wie in § 50, aus der 
Gleicbung (8) schlieBen 4.00 

— 00 

Um nun zu den Darstellungsformeln zu gelangen, setzen wir, 
wenn 2^z auf der Strecke von 0 bis + °° “dt F'z und F"z die 
in § 5 1 geforderten Eigenschaften haben und F 0 endlich ist, 

(4 z F' x)' - 1 " (S^Fx — — fXi 

wobei fl = y-|-di, y und 8 reell und d >► 0 sei. Dann folgt 
durch die Greensche Operation aus dieser Gleicbung und der 
Differentialgleichung (6), in dor p durcb S ersetzt wird, 

Fx ~ I (^> ^)fx-dx., 

bieraus weiter nach der Metbode des § 51 die Hauptformel (14), 
die wir jetzt schroiben 

-fee+09 Hf-oo+oo 

Fx = Gi^(x,a)Fu.3(x — '^^ Qdgj G-Q(x,a.)Fa.t 

0 0 0 0 
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SiM'Imti'r Alwi'hiiitt. 


Nun ist (Inr I'ormol (7) it n \ i 

(,r, K)—(i ,, (.C, « ) - - I A' (<»!«> A' I 

'! (c' 1 ^ UM ' 

' <lie vorlntzto (SUsic.lmug urgibl Koinil, 

} f <» 

*" 2 [ Jig] < ) 

0 *» 

odor wonu mr F(.rii) </).,• 

f j * 

« « 

Dieselbo Formal argibt sich librigmw luifb, 
Stollo von J satxi 


gOHfd/zt, 

(I I « 1 1 J ( (I I . 

I; 

!*'ii .ilfi, 

wonn man J 


Siebenter Absclmitt. 


Unsymmetrisclie Kerne nnd das DiricMetsche Problem. 


§53. 

Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 

In § 44 ist gezeigt, dab, wenn als Kern eine der in § 36 ein- 
gefiibrten Greenschen Fnnktionen genommen wird, oder iiber- 
banpt der Kern gewisse Stetigkeitsbedingungen allgemeinen 
Charakters erfiillt, die Reih§ 

(1) j/a. 

in der iiberall durcb das Grundgebiet integriert wird nnd fa in 
diesem eine stetige Fnnktion der Stelle a bedentet, gleiclnnaJBig 
und absolut konvergiert nnd den Wert 

^K(x^a) fa.dx 

bat. Darans folgt nach §23 die Scbmidtscbe Formel, d. h. die 
Reihe i, « 

(px = fx + I ^ [f'a.cp^a.da^ 

n ^ ^ 

konvergiert in derselben Weise wie die Eeibe (1), sobald I eine 
von den Eigenwerten verscbiedene Konstante bedentet, nnd 
erfiillt die Gleichung 

(px = fx-{-X^K{x^ci)cpa,da. 

Wir wollen den Inbalt dieser Anssage etwas anders ans- 
sprecben, indem wir den Faktor X in den Kern hineinzieben. 
Dann konnen wir sagen: es gibt eine im Grnndgebiet stetige 
Losnng der nichtbomogenen Integralgleicbnng 

(2) (px = fx-{-\^ K(x,a) (pa. da 

K n e s e r, Integralgleichungen. X Aufl. 
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Sinlictiltir Almc’hnitt. 


§ f>3. 


mit 8 ymm( 3 tri 8 chem Korn» solmld cliiwr kmm NiilUkiuig Inisitei 
Danmter versteheu wir oiiu^ Ltmuiig <l«r Ctkiiehti«| 4 , die 

aich orgeben wurclc, waiin fx idaiitiscdi nlm) eine 

Loming der (Slaichung 

(p,r ■ I K{x^a)ipm.tla, 

Dio Losiing dor Olokdumg (2) kaini (dTonbar iiur mil fx '/ugloich 
identiscb yerBchwindon* 

hi dieser Form hloiht dan orliiiltom* ItoHuItat gultig, wenii 
dor Kern K{x^tf) uicht mohr iil« 8yiii!tiotri«c.|i viirjiiiiig«iiot‘/d, wird. 
Varsuchen wir iiiimlicli jatzi die fUoirimug (2) diindi di'ii Aiiaatz 


(8) qp ^ X — I K x) il* m , d a 

zu erflllleti, so ergibt sioh 

qpflc r— a ■ I t(i .d (f 

f/a j A''(.r»a) , dm tl m K( X, it } , j K{li,m) n'jijiji 

J J J * 

odor, indom die IntogratimHm im I©i7.t4iii (Hiada fortAiwcdit warden^ 
I /{ (x,oc)g)a.(loc rrr j* K (x, a) dm --- j i|» |i , f I |i | K ( .i\ « ) A ( jf a) da 

a) if m. da -- j a . rl « j K (x^ |l) K im, ji) d if 

und diese Transformation gilt naah § 44, in wolatimti die Sjmmatria 
des Kernes nicht wesentlioh int, sotmld, d«r Kmm A'(,r,«), wie wir 
armehmen wollon, ontwoder sietig i«t od,er mir in dorHiillmn Weise 
unendlioh wird, wie die (1 reanmditiii Funkiitnimi ihm funfton 
Absclmittes* Ziebt man jotet dia (iloiidiimg (d) inudunalH lieran, 
80 folgt r ^ 

qpj' — j K{x^m)tpmdm 

= a? — I i/m I K{a^x) + K (..r, a) | K (.r, ft) K {«, ft) d ft d a, 

Oder, wenn 

Q {x, a) =: K(a, x) ■ \ K (x, a) - j A" (x, ft) K («, ft) d ft 

gesetzt wird, 

(4) qp X — I K(x, a) qr) e4 ,(ia ^ x - 1 (x, a) ii*m»d «. 

Diese Identitat fiihrt die niahthomogenci Integralgleicdiung (2) 
auf eine solche mit dem offenbar symroatrisclion Kara Q(Xja) 
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zuruck, dessen Singularitaten meder keine anderen sind als die 
dor Greenschen Funktionen; man erhalt namlich aus der Glei- 

cliuiig (2) unmittelbar 

(5) — .da. 

und diese ist zu Idsen, wenn keino Nulldsung existiert 

Ware dies der Fall, d. h. gabe es eine nicbt identisch yer- 

scnwindende Losung der Gleichung 

ifX—^^Q{x^a)'ilja.dcc= 0, 
so ergiibe die Identitiit (4), daB 

cp .V — f X — j* A' {oc^ x)foc. da 

eiiie Niilltmung des Kerns Ji (x,oc) ist, vorausgesetzt, daB ipx nicbt 
identisch vorsidiwiudet. 

In letzterem Falle liatte die Gleichung 

t X — J K (oc, x)tadcc := 0 

eine nicht identisch verschwindcnde liOsnng, oder der Kern K{a^x\ 
der sich von dom sooben betrachteten durch. die Stellung der 
Integrationsvarijiblen unterscheidet, hiitte eine Nullosnng. Hat 
also keincr der Kerno K{x^a) und K{a^x) eine Nullosung, so 
hat aindi dtu* Korn der Gleichung (5) koine solche, und diese ist 
bei bediebiger Wahl der Funktion f x Idsbar. Damit erhalt man 
das Frodh()hnB(‘-he Theorem, daB die Gleichung 

(px — fx + ^K{x^a)(p a.d os, 

in der fx nicht identisch vorschwindet, stets eine stetige 
Losung g).r besitzt, wenn dies von koiner der Gleichungen 

(p X =r “ j A' ( j', a) 9 OC . a , 9 rr = j K{a^x) (pa.da 

gilt; dabei sei der Kern K entweder stetig oder brauchbar un- 
stetig, wie die Greenschen Funktionen des fiinften Ahschnitts. 

liisungen der letzten haiden Gleichungen nennen wir Null- 
Idsungen crater und zwoiter Art des Kerns K{x^c()\ erster 
Art sind diejenigen, hei denen die Integrationsvariable unter dem 
Zeichen K so stoht, wie in dor nichthomogenen Gleichung, also 
an zweiter Stelle. 


16 * 
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Abnehnitt, 


^ 1)4. 


§ 54> 

Das Dlrlchletsche Problem in der Ebene. 


Als orste wichtige Anwendiitig (l«ns (‘rhaUcncii Hatzos be- 
trachtoa wir das Dirichlctacdio rr(>V»loni in <lcr Klieim, das wir 
folgendermaBeii aussprec.hen. Bcdcutot « dmi Punkt luit <U:n nn’lit- 
winkligen Koordinateii t/, ho wird ciiit' Kunktion <Pk gosu(-ht, 
die die Gleiclumg 

3*'^’ , 8**^' „ 


ex'fullt und im Iiinern ciuor goHchloHSi'iifU, Hudi Kollmt niclit 
sclinoidoiidon , uborall stetig gokriiimnten Kttrvo ('> mit. ihnm 
erston und zwoiteu Ableitungon stetig ist; din fci-uor, wonn ninn 
sich der Kurvo (S niihert, gegou (insuzwivrU^ konvorgiort, di« auf 
dioser Kurvo ala Wcrte oinor atotigou Fuiiktiou tlcH OrUm go- 
gebon Bind. Bczoiclmen wir allgumein liurch tiic angcdioftoten 
Uuclistabou '/ und a dio (Jn'UZWfU'tu oim'r Uritliu, donon hio /.u- 
strobt, woun man sicli von innen odor aullon dor Kurvt^ (' niihort, 
durch tJberstreiclum dor Wertc, dio auf dioHor Kurvo HolliHf an- 
genommen werdon, so kann dio (Ireii'/bodiuguiig durch dio (Hoichung 


<!>,. : r: /<’ 


auBgesprochon worden, in der F eino gogabono k'niiktion dos Ortos 
auf dor Kurvo (5 bedeutot 

Es sei ferner da das Ilogonelomont, iV dia iniufro, N' die 
aufioro Normale der Kurvo K, die voin I'linkto « aiw gozogoii 
sind; dio analogs Bedoutung iniigou d.r, A'*, N, fUr oinan Punkt x 
baben usf. Damn sotzen wir vorsucbsweiso an 


u 

d. h. wir denken uns, die Kurve soi aln doppolthologto Einio iin 
Sinne des logarithm ischon PotentialH wirkwini und (‘rgcdm <las 
Potential 0. Das Potential oiner Doppellinio hat nun, woun wir 
die Kurvo ® stetig gokrUmmt vorauHsotzon, an difSHor Kurvo nine 
Unstetigkeit, die duroh dio (Jloichungon 

(1) = ^iX — ml>x ;=: 0„ X f n 4> x 

dargestellt wird. 

Fiir die weitoren Untersuchungon ist os wesontlich, daO diose 
Eigenschaft schon abgeleitet worden kann, wenn die Dichtigkeit 
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8 54 . 


niir als stetig yorausgesetzt wird, ohne daB Ableitungen zu existieren 
braiichen, wahrend bei den im fiinften Abscbnitt betrachteten 
Potential en an mancben Stellen stetige Ableitungen der Dicbtig- 
keit yorausgesetzt wurden. 

Wir yerilizieren die Gleiclmng (1) fur den Fall, daJB ijja = I 
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals 0, d. h. 


doc 


d 

dN 



dec d Tsca 

d N 


nichts anderes, als die sclieinbare GrbJBe des Elements d a, gesehen 
you dor Stelle r/; aiis und mit soldi em Vorzeiclien yerselien, dafi 
di(^ Integration liber die Kurye 6 das Resultat 2 jt, 0 oder 7t ei’gibt, 
ji) nacdulcm der Piinkt x iin Iimern, AuBorn oder auf der Kurve K 
liegt. Dainit sind dann die Gleichungen (1) vorifiziert: 


0 


TT. 


0i 


■7t — 


= 0a ^ = 0 "P 
Sotzt man bei beliebiger Gestalt der Kurye ftir 0i in der 
oreten (Hoiclmng (1) den Wert F und fiir 0 das Integral 


0X 


^ a l\~r log ■ d ccj 
dN ^ ra:a 


so ergibt sicli 


0i TCXp X = Fx 7tllJX~0X^ 




4i :r 


Fx __ N- f 
X J JE 


oc d 
(IN 




1 

Kv-a 


da. 


Die Funktion %Ijx ist also die Unbekannte in einer Integralgleichung 
— K(a\ a)xl^a.da^ 


fiir die 


fx 


Fx 

7t ’ 


> s 1 1 1 


ZU sotzon int. Djih (jruDtlgobict ist die Kiirvo K, und in ihm ist 
der Kern otidlicli luid stetig, da wir die Kurvo iiberall stetig 
gekriinmit voranssotzen. 

Dio Intt'gralgloicbung (2) hat nun naoh dem vorigen Para- 
graplieu einc auf dem Grundgebict stetige Losung, wenn ihr Kern 
wedor Nulliisungen orster nocb zwoitor Art besitzt. Ist dies gezeigt, 
so gibt die Grdhe p d , i 






rjjcc y,Ao^ da 
dN ® Tax 
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§ 54 . 


die Ldsuiig des .Diricliletscdien Ih'oblcnns, da nie die Laplacenche 
Differentialgleichung und die Uandbodiiiguiig 

0iX -- Fx 


vermoge der Intcgralgleichung (2) orfullt. 

Es lafit sich abcr in der Tat y.eigen, dali keino NulUinungtai 
vorbandon sind. Wiiro zuniiclint (du(5 Bokdic i'rskn' Art vorhanden, 
so erfullte sie die Gleichung 

(3) t ^ — j cc) a * (/ a : ' 0. 

(5 

Nimmt man nun (4; a) jot als Duddigktdt der doppelt belegUui 
Linie so ergibt sich als Potential allgenuun 




I 


(la 


und spoziell auf dor Kurvo G 

a? = -T- j* K (a:, a) a d a. 
k 

Da nun aus der allgemeinen Theorio dos Potentials die iUtutdiungen 


% 

~^K(x,a)i'<».<la = - 1 |’ |- Ai 

folgen, so ergibt die Globdmng (.3) liuigs der gaiizen Kurv(i (' 
( 4 ) % - 0 , 

und da auch die (Jloichung 

= 0 


gilt, so folgt, dab ^ ira ganzen Iimem der Knrve ('' verHchwiiidoii 
miiCte. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 


d?! 

UN 




und da die normalo Ablcituiig dcs Potentials einer Dopiitdlinio 
an dieser selbst stetig ist, wenn sie auf der eintui Seite gegon 
endliche Grenzworte konvergiort, 


_ 

(IN' ■" 


0 



Unsymmetrische Kerne. 


247 


§ 54 . 

Umgibt man nun die Kurve 6 mit einer anderen deren 
Linienelement d Z" und deren innere Normale iV" ist, so gilt nach 
dor GauBschen Integral transformation die Gleichung 



wobei rechts uber die von 6 nnd 6" eingeschlossene Flache zu 
integrieren ist. Das erste Glied auf der linken Seite dieser Glei- 
clmng hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein 
gemacht werden, indem man die Kurve 6" weiter und weiter 
hiujiiiaruckt, da dann die GroJBen und d^/dN'^ in bekannter 
Weiae iineiullich klein werden; somit folgt fur den AuBenraum 
dor Kurve ('*>. 

dri ’ 

und da die GrtiBe S Unendlichen verschwindet, 

S = o, 

spezioll auch 

(b) . Sa -- 0. 

Nun gibt die Unstotigkeit des I^otentials f? die Gleichung 

% — 3 « — = 2ilJX, 

also clen Oleichungen (4) und (5) zufolge 

ip X — 0, 

d. h. tsino Nulldsung erstor Art existiert nicht. 

Nelimeu wir nun aus § 55 den Satz vorweg, daB bei stetigen 
Kerueii NulHisungen crater und zweiter Art nur zugleich auf- 
troten, so iat schon bewiesen, daJB im vorliegenden Falle iiber- 
haupt koine Nulloaungen vorbaudon aind. 

Daa Dirichletsche Problem besitzt alao eine Loaung, und 
dioae ist eiiizig, da die Pifforenz zweier Loaungen wieder eine 
Nulloaung ergabe. Die erbaltene Loaung eracheint ala Potential 
einer doppolt bolegten Kurve, bei der die Dichtigkeit stetig iat 
Aus dieser Figonacliaft folgen, wio bemerkt, gowisse Eigenschaften 
des I’otontials, z. B. die Stetigkeit seiner Ableituiigen auBerbalb 
und innerhalb der Kurve sowie die Gleicbungen (1). Setzt 
man ferner voraus, Fx babe langs der Kurve 6 eine stetige 
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§ 55 . 

Ableitang, so gilt dasselbe der Integralgleichung (2) zufolge aucb 
von und hieraus folgt, daC die normal zur Kurve 6 gebildete 
Ableitang des Potentials gegen endliche, auf der Kurve ® stetig 
veranderlicbe Grenzwerte konvergiert, wenn man an die Kurve 
beranriickt. 


§ 55. 

Vereinfachung des in § 53 erhaltenen Kriteriums. 


Wir wenden uns jetzt zum Beweis des schon benutzten Satzes, 
daJS bei stetigen Kernen Nullosungen zweiter Art nur 
existieren, wenn auch solche erster Art vorhanden sind. 

Um dies einzusehen, gehen wir von der in § 20 aufgestellten 
Ungleichung 

(1) To ^ 

aus, in der h die Anzahl der zum Eigen wert geborigen, zu- 
einander ortbogonalen Losuagen der Gleicbung 




K^x^ccydocdx 


bedeutei 


(px 


= I {k{x, 


a) (pa da 


Man scbliebt aus der Beziebung (1) sofort, daU bei der An- 
nabme 

J j y^dxdy < 1 


^lle Eigen werte der Kerne K(x^y) und Kiy^x') groBer als Eins 
sein miissen; dann existieren also weder Nullosungen erster nocb 
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeicbnung des § 20 
der Eigenwert 1 auftritt. Die Gleicbungen 


(px — fx-\- \^K{x^a)(pa,d a^ 

^ == /i 2/ + I y)(pia,da 

smd also bei beliebiger Wabl der stetigen Funktionen fx und y 
stets anflosbar. Speziell kann man solcbe Funktionen r{x, y) und 
r^{x,y) bestimmen, dafi die Gleicbungen 


r{x, y) = K {x, !/) + j K{x, a) r(cc, y) d «, 
Pi {x, y) = y) + j X(«, y) F, (x, a) da 
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gelten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit r{y^B)dy^. 
indem man links den nach der ersten Gleichung diesem Faktor 
gleichen Ausdruck 

(j/, + j* AT (t/, a) r(a^ z) d oc d y 

einsetzt und integriert nach y^ so ergiht sich 

j A ?/) K(i/, s)dy + ^j Fj (x, y) K (y, «) r(«, 0 ) dccdy 


~ J (2/> y) <^y+ I J (®) «) y) ^{y^ y «. 

nnd (la die Doppelintegrale sich mir dutch die Zeichen der 
lutegratioiisvariablou imterscheidcu, folgt 

I i (a;, y) K (?/, 0 ) d y j r Oy, ;•) K (a-, y) d y. 

Dieso Gloicliuug kann auf Gcund der Gloichungen (2) und (3) 
goachriehen vrcrden 

Fj (x, 0 ) — /v'(x, s) ~ r(x, z) — 7l (x, «), 
woinit die Idontitilt 

r,{x,y)=l\x,y) 

erwiesen ist. Jede Losung der Gleichung (7) ist also mit jeder 
(let Gleichung (2) idoutisc.h; boido Gloichungen konnen also nur 
eine gomeinsame Ldsung bcsitzon und haben, wcnn dieso oxistiort, 
koino weitercn Ldsungon. 

Die Gleichungon (2) und (3) hoifion die IlesolTenten des 
Koms K(x,y)-, ihre gemeiuaame Ldsung F(x,j/) der Idsende 
Kern. Kxistiert er, so folgen die Gloichungen 


/x ™ fx — I K (x, a)<p(x.da, 

qix ~ /** + I “) /'“ ■ “ 


auseinander, wie man sofort erkennt, wenn q>x aus der zweiton 
Gleichung in die erste oder fx aus der ersten Gleichung in die 
zweite einsetzt und die Ilesolventon beriicksichtigt; ebenso folgen 
auch die Gloichungen 

(6) fx = (px — ^K{K,x)y)a.da, 


(px = fx-\- r(a,x)f<x.di 
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auseii>aiulor; dio tntoKralgleiclmtigi'ii (-H uu.l O’.) wt.nlou also 
(lurch (lie Formcln (.5) und (7) Hufgchbt, M.l.ahl dur Uwfndc Kern 
r(x,»/) bcatimint ist. 

in (iin(.in Sondcrfallc iat die Frngo tiuch dur KxiMtcir/. des 
loeendeu Kern rtsin nlgebraiHtdier Natur, daiui iianilitdi, weim 
man ala Kern die (Iriilit' 

r 

uimuit und uiiter */’’ im (Irundgidiictc Htetigd Fmiktionen des 
Ortes verataudou werden. In dicscm Falie folgt ana tier Integral- 
gleic.huug 


aofort 

( 8 ) 

woboi 

(i)) 


q>jr. f\r ( «) ') «.«/« 


tf.r ~~r. fx 




'If 


geset^t ist KubBtituuu't man dim Wi^rt (8) in tli« Aimclriickci (!)), 
so orgeben sicb die (Utnchiangaii 

0/< -- 2 p.- 1 « = I f « • «> 

aua denen die GrdBeu q zu boatininien aind. 

Eine Nulliisung orster Art ergibt die Bedingungen 

"= ^ ••• 

Vertauscht man die lUdlew dor Funklioiwzoitdafn 0 und so 
erhiilt man die Bedingung(«i fUr (dno NulUmiuig zweiU.r Art, in- 
dom man im Schema dor Koeftizienten dor (iriiUen 4 *,, di« /eilon 
und Spalten vertauscht. Dadurch wird waiclttlich, duO hoi dem 
Kern K^(x,y) die Nulldsungen orator und zwoit(»r Art 
steta nur zugloich auftreton, und zwar gloiohvifd linear 
unabhangige, da der Bang dor rnaUgtjhondon Dotorminante aich 
nicht andert, wenn man Zoilon und Hpalten vt.rtauaoht. 

Jetzt sei K(x,y) wiedor oin ladiobigor Korn und we^rde an- 
genommen, man konne den Kern AT# ko wiihli-n, dab fur die 
Differenz 

die Ungleichung 

(10) (k. (x, i/Yilxtiy < 1 
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gilt, also ein losender Kern Fi (x^ y) existiert, der die Gleichungen 
(^) 2/) (p't tf) Hh ”^1 (^? y) ^ 

Pj (.r, y) z=z (x, ?/) + (a, y) (x, a) da 

erfiilli Dann nimmt die Gleichung 
(11) q)X — fx K(x^ o^(p(x>,da 

die folgonde Form an: 

1, /c 

fx. \ 

V 

odor kurz, indcm wir die linke Seite Fx neniien, 


a, (pa, da — (px— {x^ a) (pa, 


da. 


Fx = (p X j Ki (::r;, a) cp a, d a. 

Aus dioscr Gleichung folgt aber, wenn wir sie als Sonderfall der 
Gleichung (11) oder (6) ansehen, 

9 X — Fx + f Fi (.r, a) Fa . d a. 


Sotzen wir hior fur Fx den expliziten Wert, so verschwindet die 
Gr(»IJe Ki uud es ergibt sich die Gleichung 


fx ■ f 1 1\ (rr, a) fa, da 

(px~^q>a'^ W„a.di 


Daitiit ist (lio gegel>eno Integralgleichung (1.1) auf eino solclie 
zurllckgefiihrt, doreu Kom (lio Gentolt K^(x,y) hat; spezioll also 
folgt, dall Nulldsuugen erstoi’ und zwoiter Art bei stetigen 
K(irnon nur zugloich aviftretoii. 

Es bkibt nur noch zu zeigen, dad so gewahlt werden 
kanii, dad A', die Ihigloichung (10) erfiillt. Um dies zu orreiehen, 
t(ule man das Grundgebiet in aolche Teilgebiete, dal5 in jedem 
von ihnen die Differenz zweier Werte des Kerns absolut unter 
einer vorgoschriebenen positiven Konstanten s bleibt. Im vten 
Teilgebiete liege die Stolle y^-, dann sei = 0 in alien Teil- 
gebioten aiidcr dem vten; in diesem sei = 1 mit Ausnahme 
eiues an die Umgronzung sich ansohliedenden Kandgebiets von 
beliebig Ideiner Ausdehnung, in dem stetig von 1 zu 0 iiber- 
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li 5(1. 

gehe; allgenioiu wcnlc -■ * A' (.'■,</.•) g((K(*tzt. IHch fcwtgf'Hotet, 
ist die (jriifit! A", ini (Jruiidgebii't Ktetig, und gilt aulk-rlmlh der 
Randgobiote die Reziohung 

|A’,(.r,t/), . A'(.r,//) ^ <b.. .r . »F.. // - , / ; 

; »• 

da mm die (lesamtauHdtdmung «kir Itamlgidnete Inditdng klein 
getioimnen werdeu kaim, m felgt ktd pasHtaider Wahl vtai i die 

Ungleichuiig f 

j|A'(.r,,,)n/.c(/,/- 1. 


S b(>- 

Die Existenz der Qreenschen Punktion bei ailgemelncren 
Problemen der Wlrmeleifung, 

Die orhaltcmni RoHultat«( gewiiliren wnHciitliobc^ Krbdcbte- 
rungeu, worm man die Mt^thedim den ^ fi-i auf dii'jcnigt'n I’lnddenie 
der Wiirmeleituiig iibortragon will, bid deiii'ii an der (iroiize dt's 
Grundgobiotes Wilrino ausgeHtrnhlt wird. 

Es sei otwa das Grundgebii't eben, iind ch werde in ihm 
eino Eunktiou des Orten, din Htationilri! 'reniperatiir goHucht, 
die die Gkiiiduuig ,, 


im Innern des leitenden GobiotOM uud die UHndbedingtiiig 


(0 


l/'l» 

tlN 


h 0 


h 


an. der Raudkurve 6 orfiillt; in dioRer bodente N die innere 
Normale, h eine positire Konatauto und F «in« stetige Ktmktion 
des Ortes auf dor Kurve G. 

Wir verauchen den Aneatz 


^ r , I 

= llia.log f/a, 

J ’^*11 


indem wir imter doc oin El6maiit dor Kurvti vcifHteliaii, atif di© 
sich auch das unbestimmt© Integrak.eiclioii hiiziiilit!, I)i© gosuchto 
Fimktion ©rschemt als Potential dor oiiifach im Siimci clos loga- 
rithmischen Potentials mit Masses bolegten Liniti 
Set 2 !en wir dann 

' dN 


M 


\ 1 nsyinnn‘l.ri.sclH‘, Korno. 
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uiul goboH (l(Ui /(Oicihoii ?, a uiul dom Querstrich dieselben Be- 
(ItMitungcn wio in § rt-l, bo ergchoii die dort benutzten Satze iiber 
das Linieiipotoidial dio (Jlei<'hungen 

(2) d/i M I zc Mn — M — nipx. 

Daboi gilt ili(' (iltdohiuig 

M (/'«• /!, log ^ (la- 
J (I iSj. " rj.„ 

iKt (loch das Mloniciit doH IntcgmlB dio Komponeiitc der An- 
2i(«.liuiig dcH KlciiKOiicH (lot iiH I’unkto .r naoh der Ric.htung N^, 
Koiiibiiiiart man ditwai AuHilni(d< init don Gloiclningou (2), so 

ergiht siidi f </ 1 

d/, : jr (!•.(• i tj'tx- , log .(Ik 

J '/ A.-' r,„ 


uiid dio Uaiidbcdiiigtiiig (1) fiilirt zu d(‘r (iloiohimg 


{) '.nii'.r hdr 


F.C 


(/•flC 


/!, log ' .(lot, 
<1 ^ r;,„ ’ 


Und mngok(*hrt; sotzl man fiir <b.r don vorauHgosotzteii Wert, so 
orgibt Hich 

jTtl'.r I' .i I (/« , (j'« I ' * 


(a) 


<1 N, r,„ 




Micnnit IhI ilic Aufgabo, </>.r zu linden, auf oino Intogral- 
gloicdniiig mil dent uitHyiitinolriKcdion Korn 

■ </ . 1 


A‘ ( / , «.} 


I 


loi' ^ 


zurlickgofiilirt; dan (Inindgobied. bilchd dio Kurvo b*. Diese OroBo 
Bowio di(( HynitiiotriHclio Funklion 

V 1 A' ( . !/ ) i h'i 11, .(■) I A' {.!■, «) A (g, k)(Ik 


Bind iiiisti^ig wii» kig odin* log ho dull dio Thoorio des 
§ 53 iingi^wiiiidi mid grto-Iilo-HNini wurdim kiuiii» dafi dio Integral- 
gifiicdiiiiig (M) idiif' Hirtigo LciHimg Hobidd man weiB, 

daB koiiio N’ldluHiiiig ¥i»rii:indim iMt. 

Kino KwlluHiiiig i‘riilor Art w-iirdo nun dio CUeiohung 


(0 

erfmiou, and 
ziehungon 

( 5 ) 


(j'.r ( I A' rt) <(’«.'/« 

ftir die zugidnirign Gritlio <1> 
(10 


.10 


(IS 


h0 


■ 0 

orgiibon Bieh dio Be- 
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Dieso siiul aber iiiolit initeinantli»r 
die Identitiit 



vt‘n*iiihiu\ 


»/ . 0 


Kh i^ilt 


ti 0 

ii y ^ 


nilinlich 


wemi links iiber dio leiitnule Haiti* iuhI tj 

reclitwinklige Kooniinateu versinnileii nnd dw zweite 

Gloicbung (5) orgilit 


was offenbar, da h ponitiv, unnniglirb ki, 

Eino LoBung der (»Un(*huiig {-IJ niit btdiidngi^fit Kf*rn t»rgilit 
nnn, indem man 

i^oc .. - A‘(«, fii ti'i.iii! 

einsetzt, 

tl' ,r j y(j\ f 4 )f/ri j /{(ti, |i| I/|I . iifL 


Ist abor dio Singalaritiit dn« Kf^rnn A] ww iin ViirUngi'iiilfni Falle^ 
so bosduiffon, dali die Intogratinnon wit:* hoi braiirlibar tuiHUdigon 
symmetrischen Kornen vertauHclit wordm kibiiiini tiinl svi/A man 


IC^ (a\ (i) ' j K (j\ a ) A in, |j | ti n, 

so findet man 

j K^,t\ 

Eino NulloHuiig erstor Art drn Kiaain Kir, hi mirr nlao auch 
eine solche don KoniH K^{j\m), luul dii*K<‘r i«i iiii (iruinigfbict 
aus denselben Grundon stetig wit* dio glfd.rhlifr/tdidinotti CirtiBo 
bei brauclibaron urmtetigon 8ymm6f..riBcIn*n Konmn. FlnniHti wilra 
eine Nullosung zweitor Art dos lioniH KiA\ml inno m.Mw doa 
Kerns a), Auf letzteriui hi nun dio llumrii* das ^ h!) 

anzuwenden; er besitet nur NulUmuiigini y.wtdtru* Art,, wanti snlelie 
erstor Art vorhandeii shuL Von don Nullusungfui don Kerim A*® 
kaim man aber zu denen doa Korns A durob ilotraolitungen 
nbergohen, die schon in § lU dan Ituokgiing vuiii iuiorit*ri<tn zum 
nrsprunglicben Kern Yermittelton, uiul so arHcddioUsii, iliiB dor 
Kern Ji, wenn er koine NulloHungan orator Art Inmit/d, aiudi koine 
solchen zweiter Art zulaCt. Mit diest^r HohluBroilio, doren Gang 
wir nur andeuten, ware die Exiatenz dor goHucditoii Groonacdion 
lunktion fiir das vorgelegto Problem der WiiriiHdidtung erwieaem 


nTiMymmt‘trHcb<' Korno. 
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Die Funktioii ergiht sich als Totential einer einfach 
bolegton liiiiio mit stetigc^r Dichtigkeit; hieraus folgt, dalJ die 
Gnilie 0,r im IniH^rn des voii der Kiirvo K umsclilossenen Grund- 
gebiatH dee uraprunglicluui Warmaleitmigsproblems stetige erste 
and s^waite Ablcdtaiiigt^n inid dall an der Kurve ® die 

narmalan Abbdt4uig(^n (U‘,r (JHHJo 0x gegan endlicbe, anf der 
Kiirva eich ntcdig iLndanHle, ( Jraiizwarte konvergieron. Dasselbe 
folgt dalu‘r fur <lia itn viarien Absalmitt (lurch A'/((), 1) be- 
*zeichnatt^ GrtdJa, die* dundi airi Ilaiidwertproblom von derselben 
Form wia dolinitul, warden kann. 

57. 

Das Dirichletsche Problem im Raume. 

Dio Aufgaba, mw Funkiion 0 m bestimmon, die in deni von 
der Fliicdia uniHcdil^mHanan CSobiet die Glei(dumg 

./<!> 0 

erfiillt, an d(‘r Fliudic^ sidlmt abor gogeu gegebene Grenzworte 
gemiUl dor Gloichung 

konvergiort, kann in derHollHUi Weise, win daa bei dem Dirichlet- 
schoii Fnddom in d(u* Ebono (iurchgefiihrt ifit, auf eine Integral- 
gltuclmng /.uriirkgofiUiri W(‘rd(m, indoin man in den Formeln des 
§ 54 uherall btg (i'r„.r| diircli I r«j. orHeizt imd durch da ein 
Element dm* Fbitdio ev beztdcdinet. Hillt man im ubrigen die 
Bo/,ei(dmung(in dt^M § 54 iiufrocht und nimmt an, die Fliiche § 
gei iiborall itotig gc^krhmmb ho Bokt man 



an, wobid win in alien koinmendcm unbeHtiminton Integralzeicben 
fiber die Flikdn^ al« Ginmdgebiei m iniegrieron ist. Dann 
giiltori dio (ilciicthurigim 

ilKr - 0,r — tx - 

und matt fnulet ftir die iinlM*kiitnito Funktion t die Integral- 

gleicliung f 

tx ■ Fx ^ A' (.r, ec) 

wobei gesotzt iftt 


Diese (iroOti wirtl auf dvm Uriiiiilgrliivt iiiiiHiiliirli, »ii ikfi clie 
Methodo cltm ^ 54 iiiidii iiiidir uliin^ wrilpn^i aiigawniitll wercloii 

touni. 

Dioeo Sfliwierigkidt tihiTwiinli^ii wir\ mm frtilir^r in iilmlicdiim 

Fallen, indmn wir m itmitnli’ii Kt^riirii ii!M.’rgidiiin 
Hoi allgcnnoin *lio itlrirhnng 

( 2 ) (I r ■ fj \ I 

gogobon untl wenle 

if} I K i.i\ «| M fr4, 

ji) I i.f, H I K f>€, t|| fi m 

g(‘Het7.t; (larf man din vrrtiiiiiirliPii, mm mir in 

(lioHoni Paragra|)lmn uborhiiiipt voriiiiwM^izrii wiilioii, in iiiittrl nmn 

leicht auch din (Ueiohung 


A*‘*(.r, If) I j A* (j\ /I) K {fi ft I K f ft, III tim tl |l 

K ij\ «) 

SubBtituiort man tutu in t!i*r filidfliiitig (*ij rr*cliti fiir fia 
(leu Wert, den clie tiloiolaiiig ncdtiiii ergiliti pri fiitgt 

(px fx -j- I K{x^ m) { j Khj ^ 

uiul hierauH, imlem man lUHdimnlH din liloirliiiiig f’il bpiiut'/,ti 

fx ■ fx\ I | | 

I 

odor kurz 

fi .r f\r \ j f £, m | ci-' a . ti a. 

Weuu ako, wio im Falle deic l\ertit*i4 ft| geieigt wiualeii kiutii, 
die ('iroBe A^{x^u) auf deiu Cirutiilgiliiil iinlig tikdbt, ici itii die 
Integralgleiehung mit unat©tig«m Kerii iiiif tiitw icilrlni iiiit it.eiigem 

Kern mrlickgefilhri 

llm diesen Zusammenbang gimiiunr fiirffilgiwi, iinttfriiiolien 
wir die Beziehung ^wisobcn clciri Niilliiiutigtin ii«r {{.eritci 
unci «). Hat erstarer aiiio Kullciiiitig, ici gilt fiffiinbnr das- 
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U nBynuaetrischo Korne. 


selbe von /v^(.r, «); etwas schwieriger ist ‘die umgekehrte Frage. 
Werde also die Gleichung 

(^ ) (px = j a) (pa, (la 


vorausgenetzt, und seiou 
Kinheitswumd, speziell {> 

(px ■(■ j K 


Qu ^21 (>g die droi Werte der dritten 
1 ~ 1. Daim setzo man 




( .<•, «) q) a.(la -Jr Q ?, (x, a) (pa. da-, 


<lioH(( (iriilJoii ktiiinen nicht alio drei identiech verechwinden , da 
Honat (laaaolbo von <px giilte. Man findet nun ohne -weiteres 


J! I K ( ,r, (i ) I),. (i . d (i I* K (,r, (i)(pli.d^ 
j A'(a-, /I) A'(^, «)(/ « j I l<{x,ji) l\^ji,a)q)a.(lKd (i 


(px 


ih* 


{> I' ( .r, a) (pa.d 


odor nuf (irnnd der CUaichung (4') 


( 5 ) 


0,x 




(lerado bo wiirde man von einer zwni Kern K^(:i\a) gehdrigen 
Nulirmuiig ^.waiter Art, aiso einer Ldsung dor Gleichung' 


tp X j /i ^ { aj X ) (p a. (I a 

?Ai oilier Gleichung 

( h ) (Ip X - Qp j" A" {p^ :r) Op 

gcilangoiL 

Die durchgofiihrte llntersucdiung liiBt sich offenbar aiif be- 
liebiga iterierte Kerne K»*(x,m) iibertragen, in denen m eine 
ungerade Ziihl ist; aus einer Nullosung eines solclien kann man 
stets eine Nullosung dos ursprlinglichen Kernes heratellen. Bei 
gymmetriBchan Kernen erhiilt man bieraus das liesultat, dafi aus 
einer Kigenfunktion eines iterierten Kernes stets eine 
solche das ursprlinglichen abgeleitet werden kann. 

Flir die gegenwiirtige IJntersuchung bemerken wir nur, dah 
nach § 55 der Kern K'^ Nullosungen erster und zweiter Art stets 
nur zugleich besitet; die Existenss solcher ist also uberhaupt aus- 
geschloasen, wenn eritwedor die Gleichung (6) oder die Glei- 
chung (6) als unmdglich nachgawiesen wird. Das wird uns beim 

Krifiiif, Intiigralilslelittisgiin. 1. A«i. 17 
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SSI. 

riiinnlichea IHrichlotHrlii*!! Prtilili^iii lii’tivtb thr <tit^it'}iiiiig (B) 
in dor Weist^ gcvliiigoin dnU wir xoigi’ii; hii» kjiiiii tti^iifr fiir kom- 
plexe W(‘rto von |i,. orfiillt wordmi loirli fur diut \Vfu1 p,. - i. 
l)ic‘H viniiUBgoHot/.t, kiiiin niiob ^ ilio ^ Uinoliiiiig 

(7) gur ■■ ' fs I I •' f j', r< I f| 

boi boliohigor Wahl tlor Fiiiiktuui / imfgriMhi wonlmi 

Urn abor m dor urfipriiuglioboii «»lii«ditnig 

f| ,t / a* 4 I hi .i‘, ff N| . tiii 

7airiick55ukonnnon, inaohon wir von lirin in 5 fi:i niigtdithrtoii 
losendon Korn dor itlinohung |7| inAmmvh, dm' oviHtirrl, da 
koine Kullimungou vorlmiuloii filial. Sn dn^nor Itmondii 

Korn^ 80 daU die (ileiohuiiMoii 

tf) I j ! f in i/i I i.tiuiti Fm .1 , /i i 

(H) \ 

.. K^ij\ if) f \ Ui h Ifi, ififi -H. III 

gel. ten. j 

Man KoiEo nun 

Sl{x^ if) t h^\j\ iii * 

iif.r, 01 f I r-Uf*, u it iti 

(lanu gilt zuniiohat tiie Idontitiit 

ii 1/ ) • ■ j il I ti. III F i .i\ tmi fi 

■ Kijyff) - j l\^l% 

oder aucli, indeni wir auf tla^ Irizio liiti'gnd die bm diT <»lei“ 
cliung (B) benutzten Minf<»rmiiiigoti iifiwoiiilon, 

Sl{j% tf) - I ifi F|j, tilfim 

(10) ^ . 

— K(x^ If) — I /| »|j‘, «| h 

Jetzt bilden wir dan Auidruok 

X = ^ j l *(<^1 If d m 

— + I a) ifidm- 

- j^(«. y)K(x, «)d« - 1 f iiiKi i, 


UuBynuiioti-ischo Kome. 
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§ 57 . 

ziohoii wir dStS Gist 6 uiid dritto OliGd gGniiiJS d 6 r ForniGl ( 10 ) zu- 
saminen, so orgibt aich 

X rr= A (,/■, 1J) j" /v'=’(a;, ix)K{u, y)dK 

- j j li) I y)X(:i\ a) da dp, 

(ider, indeiii wir die Integriitioiien im lotzten Gliede vertauachen 

luid dor Formed ( 9 ) gonuilJ 

W(.r, p) j ilia, p) h'(.r, a)dK ~ l<{x, /?) — j K{x, a) /0(«, p)da 

Botzeii, 

A' : “ K ( .r, y) 1 ^ I 'Hp,y)d p^^K{ .c, /< ) ■ j A' (•'•, « ) l\ («, /3) d a| 

j K{x, «) A'»{«, y)du 

: •- K ( y ) I I A' ( .r, a) </ « j f '» («, y ) — A'* («, y) 

■ j rHp,y)JO'(«, p)dpY 

Im latztaii dor arhaltamm Glieder verschwindet aber der Inte- 
griuul dor GUdehung (H) zufolgo; somit ergibt siedi 

(11) X • A ( .r, y ) / '{ ?/) - - 1 / '(a, y) A' (.r, «) d a. 

Auf (Jrmul dieses Hosidtats katm die urspriingliche Integral- 
gloichung 

( 12 ) gi.r - f.i: 1 I A’{.r, a) (pa. da 
loicht aufgoloKt wonlen; Hotsit man niimlich 

( 1 3 ) (fKi- ■ - fx t j /’(■»,«)/■«. d «, 

HO findfit man 

(pa ~ fa f j r(a, p)fp.dp, 

}. {{r{a,p)K{x,a)fp.dpda, 
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odor, indoni man die Intogrntiinii'ii vcrtanKohl tint! (iin ( Ucic.huiig 
(11) odor . 

/'{«, d) /v(.r, «)f/K - /vl.f, (It 

berucksicditigt, 

I K(,i\u)cp(i .da I h’i.i\ u) fa . d H 

I j /’/d-U’l '. /*! A i r, /ll!(/(J 

- ip .. /'.r, 

womit <lie Gloichiuig (Ti) orwiimaii i»t. t Uint^hiiiig hat ako 

die Losmig 

5K 

Das rSumliche Diriehletsche Problam; ipextelk DyrchfiihrM«f* 

dm (lie allgameiium Uetraelitaitgi'li tlvn danigrajdicm 

auwenden xu kranum, mulJ goxeigt werili*fi, cinll dip diirt’ftgpfiihrtim 
Integration eii xu hoHtinunton Werteii fiihreii uiid in cl(*r Weise, 
wie es gescliohen ist, vertaiiKcht werdini dtirfan. dioH gelingt 
mittok (ler dntwicklimgon den § 44, md»iild wir mm ither die 
llnstetigkeit vou if) und Khs.ih khir gew^rdon siiicL Fiir 

diese Grofien ist die gestddoaseiio Fliudn* diw Grniidgtddtd., die 
das fiir die Dirichletsche Aufgabe vorgtdegif! riiundicdie Giddet'k 
umscidieCt. 

A;u 8 der im Yorigen I^aragraplien gfignliaiien konn der GriHio 
K{a^li) sieht man xuniichst, diiB diostdhe nimieiig wird wie 
coH tv/fafii wonn w dou Wiukel xwisiditni den Iliehtiinginj N odin* 
N nnd tu.i bedentet. Da wir nun tlie FliUdie iv gekriuniui 
YorausBotxen, so niihert sick dar Bruch cog ic„. oiner aiuUichen 
Greuze, wenu die Stellen a xtml (i fMBtmmmmmkmu Die GrciUe 
K(a<, (i) wird also unstetig wie und mutt kiwiu fiir eitt die 

Stelle umfassendes Gebiet ll, das hinraitdiend klein int, 

K(a, (i) ,) J/ 

'^{1 fi 

setzen, wobei A gegoniiber der Btella m nine Konsiattte btidmitet, 
deren absolute! Betrag unter einer you /I unabhiingigen Grcmzo 
bleibt, und M im Gebiet U eine stetige Funktion der Htelle m ist 

^Man nehme nun das Gebiet ll so klcdn, dull an aicli auf eine 
gewisse Ebene eindeutig in das scddichte (bdiiet ll projizimt 


( Innyin iiK't.riHcho Korne. 
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5 .S. 


Ilozoicliiiot iBjin ill diosoni (lurch Tf^ uud dw di© Projektioncn 
(Ics Abstandea >■„/) und dos Kloinontea d«, so bleiben die Ver- 
hilltiiiaso /■„/,, daUln und dK ';da scwischen positiven endlicben 
(Irenzon. Damua folgt, daS inau setzen kann 


( 1 ) 


[a-K /))/■„. rf» 

J J r., 

wobci d/'' im (iebiet U ondlidi und stetig ist, weim fa im Gebiet 
ll (‘inn 8totig<i Kunktion des Ortes bedoutet. Da nun das Integral 

r d a 

J 


crntrcH^kt iibcr cuu iunerhalb feBter Schrankeu licgendes Gebiet, 
almolut uiiter inncn* von /J unabhilngigen eiullichon Grcmzo liegt, 
80 int cli(^ (irtibo. (1) endlicdi und ilndcud. sicdi stotig mit /I, wonn 
dmm Stelh^ inneudialb dtm Gcdnotes U bleibt. 
liildet man fcumer dae Integral 

j K(a,y) A'Cy, 
li 

in dcm die Htellcn a und ji zunilchst dem Gebiet U angehdren 
miigen, ho Hieht. man aus den durchgefuhrton Betrachtungen, dab 
tnnn das Integnil in dor Foi'in 


CMUly 

J 

11 

Hehroilton kaun, woboi die iiboratrichonen Grdbon die I'rojekinonen 
der nieht iiliei-Htrichenim sind, und A/' dioselben Stetigkeits- 
eigmiHchaften win d/" besitzt. Das lotzte Integral ist aber abaolut 
kloinor als das mit einer gowisseu positiven Konstanten multi- 
plizierte Integral r dy 


doHNen \V<!rt wir untersuehen wollon. 

Zu (lieKem /.week nehmon wir an, das Gebiet ll sei die Flache 
oiner Ellipse mit don Brennpunkten «, die recbtwinkligen 
Koordinaten des Bunktes y in bezug auf die Hauptachsen dieser 
Ellipse Hoien | und r/, und die Gleichung der Ellipse, die der 
bezeichuoten konfokal ist und diirch den Punkt y geht, sei 


ri® ' />® 


1 . 


21)2 




?8 H , 


Setzt man feriier 

(fl //i -rr- ■'■■'" UVOsfK ij 

so iat e koiistant nnd man iiiulol 

r!',.. T- 01-' I (I'cusij <n- 

r^’w • {awn II 1 o)% r.i - fii <<' r l•llK-o, 


r(h,ll) 

f (ly 
r„ ..)•< • 


It 

dhihi 


dh.lii. 


Hat nun (Ho das (Icbiul U miiachliolifiulc Kllijmc tlic Hali)- 
achaoii «„ und ao folgt 

•Jjnr ?«„ 

f 2 .t!o;j:i' i li'xl/',: t \l>,. ! ('■■')■ 

J J J j (O 


Diose (JrdOo wird, da r„;i 2(', uuoiidlich wio ,t luf' odor 
wio — 27rlogr«;i, womi din Htollon « tmd /i /.lootmiui'm-itoktn- 
DasBolbo gilt dalior von don Intogralen 

I fy . K (a, )') K (y, /i) <1 y, K («, /I) ; | A" i ) A* ( ;•, /i i </ )\ 

wenn fy eine beliebigo stotigo Kunktion <b‘H (irti's ini (iobict (V 
bodedtet. 

In Intogralen wio 

!/■«. A'^(/j,(x)f/cc, j/«.A'‘''(a, /!)(/« ■- | />< ,f/« | A"(f«, j') A'()', 


kann nun naoh § 44, in wolcboin dio Svimnotrio dor Kona* nicht 
benutzt wird, die Ileihenfolge dor Intogrationon nacb « und ;■ 
umgekelirt werdon. Allerdings aind dio dortigon tJnilion (T | ni<dit 
mebr stetig, wolil abor ho intogriorbar, dall dio init ibnon an- 
gesetzte Beziolmng (10) dos § ‘M nnd damit die gauze Sehluli- 
reihe bci Bestand bleibt. 

Man ubersieht ferner leiebt, dab daa niit oiner stetigf'n Funk- 
tion /' gobildete Integral 

/'(«. fi) 

J »/(;' 


niiHymniotriHcIio Konio. 
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iibor oiii beliebif^es 
(lii‘ Steilen a un<l [i 
Form 


(nobict ll crntreckt endlich blcibt, auch wenn 
zusamme.ida.Ueii. Man br audit os niu' in die 

j -M 

.1 V;- 


11 


zn liriiiKOii, wohci (li(i (IriiBc M olluiiLar im Integrationsgebiet 
Hb'tig int, luul ini (inliinto U l‘olarko()rdinaten mit '[i als Zentrum 
(‘iiizitfiihn'ti; daim folgt duH Hohauptote aus der Tatsache, claC 

log udu 

ondlic.h int, auidi woiui man an dio (ironzo a ~ () heranintogviert. 
IlierauH folgt woiter, dalj daH Intogral 

A'«(«, (i) j /v(«, fi)(iy 

I 


im (Jnmdgabicd Tv cmtUidi uml ntutig int; soin Integrand kann als 
CrnilJc^ F{{)^ I) im Siiuie don § 44 betrachteit warden, in der es 
iiicJii wt^nonilioh int, dali die beiibui stelhmweise singularon Fak- 
tonm K\i\ 1) and /^(l/i) aiiH derselben Funktion K entspringen, 
Hondcirn nur, daO beide in dar arforderlichen Wcisc integriert 
und abgc'.BtduUzi warden ktinnem Die Siltze des § 44 zeigon so- 
mit, dalJ im Integral 


/’oc. /v‘^{a, fi)dm ■ — 


fm , d a K (a, y) (y^ ji)d y 


<lie Integratioium vertauHcht warden diirfen. 

Hiermit siml diejenigeu Teile des vorigen Paragraphen gerecht- 
fertigt, in dcmen von der Singularitiit der GroCen A", K\ A*'* Ge- 
braueh gemacht uml Integrationen unstetiger Integranden ver- 
tau8(dit werdem 


NwlIHsungen beim riuraHchen Dirichlefschen Problem. 

Urn die Kette der Scbliisse yollstandig zu machen, die das 
riiumlichci D i r i (* h 1 e t scbe Problem erledigen, bleibt nach § 57 noch 
entweder zu zeigen, dafi die Gleicliung 

<px = r f K{x, a)(pcc.d‘cc 




2(M 


weder w(‘nn r' dm Wort Kins hat, iiorh wmn kciiu|df\ ist, oine 
LoHiiiig hositzt; odor diom* lUdmuptungon mid fiir dio (Uoirhiuig 

( 1 ^ (y .r r I K{fU j )ii . »/ <'< 

zu howoiHOU, was luudi 57 dasstdht* hd^tot. In loi/.ioror horni 
ist dor UeweiH loitditon 

llm ihn durchzufiihrt'n, gohon wir von d«*r I'lnaiitd 


K (j\ a) 

aus und Hchli(dkHi aus ihr 

/C(«, " 


\ ,1 { \ \ 
'iTtdS., \r,, l 


(p« it 
2 il Ad 



Diosc GrdBo ist dio iin Ihinkto j narh ttor Uiriitniig X wirkoiido 
Kompononto dor Kraft, dio das Islonunit it a mil <ior Massci 
-(loc.q^ocjllTt hologt im Tunkto .o ausiUd. Hildon wir tiahor 

das Kliichonpottndial ^ (ipailu 

j 2 JT r ,, , ' 


indciu wir uut(a' a* aindi Stollou im Innorn «Mlor Aaliorn dor 
Fliuiho vorstoliou, und hozoiotuiou durrh A wio hishor dit^ 
iimere, durch N* dio auU<u’o Normah^ diosor Fliitdio, so ki'mnou 
wir dio (JrdlJcn 



bilden, und ihre Bodoutung ist folgondo. d/» nrut d/. nind dio 
Grenzwerto, donou dio in dor lUcditutig X wirkondo Kraftkompo- 
nonte zustrebt, wonu man sich ciam auf Flit oho A liogmnlou 

Punkte .r von imum odor anOon anniihort, idwa auf oiiiiu* zur 
Flache normalon (laradon, doran lUohtung miun olio dit' Fliiidio A 
erreicht wird, als Uiohtung N niinmt; d/ abor ist dio naoli d<‘r 
Riclitung Nx genommono Kompononto dor An/itdiung, wonn dt*r 
Punkt X in dor anziohomlon Fliloho A Hollisi Uogi. IHo I'hourio 
des Flachenpotcutials gibt, da * dio IHolitigkcdt ist, 

die Gleichungen 

Mi M -f (pJ\ Ma M - q) .l\ 


M, t d/, : ■ : 2d/. 


Oder 


3j[i - Ma — 2(pj\ 



I ' n.sy mui(‘tri8cho Kituo. 
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Benutet man <lah(ii- die (Ueiedumgen (2), so fiihrt die vorausgesetzte 
Bezi(diuiig { ! ) zii der Uhiichuiig 

Mi M.,^. M,) 

Oder 

d N dN' ~ did')' 

(Ijiboi hedcniU^ii dio Ik'iichc init dem Nenner d 'N den durch das 
Suffix / himntdmaton (Iron/Avort, die Briiche mit dem Nenner d'N* 
den durcli a bo/*oi(d]in(3ten, wan wir fiir die folgenden Formeln 
festluiltmn 

Wiin! imu ^uiniUdiBt c ~ I ^ so giibo die (ileichung (3) anf 
der Klilttlia 


Ibngildi man fy mit einer /Aveiteu Klache die mit jener den 
Uiium (duHtdilieOt^ und nonnt man ds** dm Fliicbenelement, 
S** ilh na<*b de.m Innern den Ilatimes 3^' gerichtete Normale der 
Flilche HO cu’gibt die (iauHniHche Integraltransformation 



A 


I Her verHchwindi'i diw erste (ilied der rochten Seite dor ( Uei- 
tdiung (4 1 zufnlge; das ^woite kann, da (J und cllJ/dN** im 
Unemllichen nuf bcdcannte Weise verBchwinden, absolut beliebig 
kkdn gcmiacht werden, iiidern iiiau die Flaebe Iiinreichend 
weit binauHHehiebt. Daraus folgt, dafi die GrdCen 0f/ 0| usl 
im AulJenraum der FliieJie verschwinden, II also bier oine Kon- 
Btaute int, dic^ dmi Wert Null hat, woil U im Unendlicdien Yor- 
stdiwindai 

Nun int a als Flachen potential an der Flache g und im 
Innenraum derHtdbim stetig, mufi also auch in diesem iiberall 
varHcdiwinden, bo dall sitdi auch 



ergiibe, mithin Ah — Ali = 0 und = 0- Der Fall c — 1 
int damit erledigt. 
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Su’hftlUT Ali?»t'huit t 


Jotzt uiitorKiuOidH wir ili<' (ilt'ifluuiK (.’i). wciiii r koniitli-x ist. 
Dunn gilt daKHolbo vim fga; tla ilitw uIht iiln'mll nur 

linear vorkoiiiiiit, hd siiid dit< lK‘nut/.ton (ilcifiiuiigi'Ji di'r INttcidiul- 
theorio auch Ixd koinplcxcn Wertcii dm- Diclitigknt giilti'.;. iiitd das 
Potential sowie jede Kraftkomponcnti* f.-illt dahid kumidcx uus. 
Eh s(d z. B. (■ ,■ j j}-,; 

daini zorfiillt die Oleichung (d) in die Inddcit ftdgnndcn : 


dV 
dN ' 

dV 
d N' 

1 '/f' 
"Id.V 

dJ' 
d S' 

1 

dip 
d S 

dip 
d ,\ ' 

It, 

d\V 

dN 

dip 
'■ <1 A” 

d\V 

"idA' 

dIPl 

d A" 1 

h 

dr 
d s 

dP 
d S' 

{I. 


Multipliziert man diesn lilnifluuigcn mil IP luid J' (hUt mit 
V und W, addiort eie uml integrim-t iilter das (Inindgiddi'l, so 
vcroinfacht sieh dae orhaltcjm lii'miltut diucli din < ilididniiigon 


,dW 

(iN 


ir 


dV 

dN 


:) 


(I a 


f( 


d IP 

d.V 


IP 


d\ 




fi. 


(loren erste uiunittolbar aun dor (tiiuOntdion Iiift^l^rattninKfunimtiiHi 
fur (leu von dor Kliicha uniHoldtmHtnMOi Innoiirauni 'If dio 

zweite aus dorBolbon 'I'rauKftHnnaiicm (iir dm Aullonrauui dor 
Fliicho uinl don UnondliohkoitHoigoimi*hafl<ii il**r i^owiihnliohon 
Potentiale. Mittola dionor (Hoiotuini^fnj fmdot nmii duroli tlio 
angegebenen Oporatioium folgf*ndo idoitduingfni: 


(I W 


,.,dW , 


1 I, I 


..e/r 
r/ A' 


ti ft 


I ...do 
r/ A ' 


vvofur wir kurz Bchroibon h T U, 


„nd I I 

Wenn nun c komplex, also h von Null vcrmdtiodon ist. crgilti 
sich sofort 

« '■=»■ K’llv I ,;'v) I "'dlMv )!■''' "■ 

Diese Gleiclmng traanformioron wir inittolH ttor Idontitiltou 



'-I""! 

(“ r)’ ' 

C, )” i 








-l-l 

O ' 

(:::;)■> 

c:'p)“ 


jfi' 


Unsymmetrisehe Keme. 
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§ 59 . 

indein wir durch 3t' den AuJ3enraum der Flache ^ bezeiclineii 
und analoge Grleidiungen fiir W aufstellen, indem wir die an die 
Gleichnng (5) gekniipften Erwagnngen auf die Potentiale V und 
TF xibertragen. Die linke Seite der zweiten Gleicbung (6) gebt 
dann in eine Summe von Integralen negativer Quadrate iiber und 
die Gleicbung zeigt, dab die Ableitungen von V und TF nacb 
^ im AuJSenraum S' wie im Innenraum S verschwinden, die 
Potentiale V und TF im ganzen Kaume konstant sind, die zu- 
geborigen Dicbtigkeiten also, mit denen die Flacbe belegt ist, 
d. h. der reelle und imaginare Teil der Funktion verschwinden. 

Damit ist gezeigt, dab keine Losungen der Gleicbung (1) bei 
komplexen Werten von c existieren, und die Entwicklungen des 
§ 57 sind so weit erganzt, wie es notig war, urn zu zeigen, dab 
die Dirichletscbe Aufgabe durch den dort gegebenen 
Ausdruck wirklich gelost wird. 



Achi(‘r AhHt’Jmiit. 


Die KiMMlliolaiHcluMi Uoihen. 


S ''**• 

Formale AuflSsung von Integralglekhimgcn wnd 
Intagralgleichimpsystamefi, 

Ersotzt man dio Intngralgltntdnnii^ 

' fx I j K (j\ H) ti* u . (t f.i, 

(liircli (las Systaiu dor lim^aron (iloiidiuiigmj 

H 

IpKu ~rr f rt,„ I "'v «,,) («,, , I a,.) 

V I 

t} -- I, 2 ... > 1 , 

> und lost dieso (lurch Dotorininnutcii auf, hd winl i>s plausilnd 
(laB die lutegmlgleichung in folgiuiddr Wcuki* durch dio I’l-od 
holmschen Iloiluju uufgtdost. wird: 


r. ™ /■.« 1 j />(.r, u)fa.({H, 


tt) — /!() (u*, k) 


d, (.(',«) d-i (./■,«) 

I ! 2 1 


/)= 1 — ■'*' I 


di , d,, __ 

1 ! ' 2 ! .■{! ‘ 

In dioaeu ist gesetzt 

d# (/•,//) . - /v'{x,//), 
A" (.(,(/) 


l< (■' , «« ) 


An {x, !J) ~ [J* . . [ (i a, il Kj, . . . d «„ ^ «i) •••-/' ( > 

A f®/ii A Wj ^ . . . A I ((«) 

An “ j d„ 1 («, «) d «. 


I)i<^ FimhMjoI iiiHchon Iloihon. 
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( 50 . 


Offenbar hat man hier mit Determinanten zu tun, deren 
Klomente die Form iv(r4, K{o(>,r,^a,,) haben. Diese 

wolleii wir kurz dutch (rrw), (>h/), (nui) bezeiclmen. Die Deter- 
miiuinhm habou fcriior die Eigenschaft, daO das crste Argument 
d(‘r (Inilkm {aft) in jedor Zoilc, das zweito in joder Spalte dassell)e 
bUdbt; sie siud also dimdi ilir Diagonalglied vollkommon be- 
Hiimmt. Hie mtigen domgomaB durch das in eckige Klammern 
gtmcddosBcno Diagonalglied dargostolit werden. Mit dieser Be- 
zeichnungsweisc erhiilt man 

A n {/•> V) = J • ' • j . . . rf r^n 1 0^-’ ?/) (11) C22 ) . . . (w n) j. 

Wir wollon nun die (itiiCe An(x^y) dadurch umformen, daJ3 
wir die in ihr vorkommendo Determinante nach den Gliedern ihrer 
ersteu Spnlto ordnon. Danu lindcm wir 

l{,r//)( 1 1 - (1 y/) [(.rl) (22) ,..{nn)] 

1 (2 // ) 1 ( .r 1 ) ( 1 2) (69) . . . (n w)] ^ (6 y ) [ (^ 1 ) ( 1 2) (23) (44) , . . (nn)J + • • • . 

Die Dottn-minauten der rechten Seito sind hier nach folgendem 
(iesetz gebild((t. Di(^ zweiton Ziffern sind immer die der Reihe 
I, 2...U, die crstcn ZeicRcn sind ,r, 1, 2...n, von denen suk- 
zcHsive das orsto, zwcnte, drittc . . . weggelassen wird. Dem ent- 
s|)ri(’.hi (‘H vollkomimm, dab mati Determinanten haben will, bei 
dcuum di(‘. Spalhm aus (hm letzten n Hpalten der ur8])riinglichen 
Dehn'minanlo gebildet, sind, wilhrend die Zeilen diejenigen der 
urspri’mgliehen siml, uachdem man die erste, zweite, dritte Zeile 
W(‘.ggelHHH(m hat und so fori Nun erhiilt man, indom man zwei 
Hpaltcm vertauHcht, odor in den Klementen unserer Determinante 
di(‘. an zweit(‘r Stelle stcdiendon Ziffern vertauscht, die folgenden 
Gleudiungen: 

l(.r \)(l2){nn),..{^rn)\ ■ I(:r2)(ll)(:h3)...(w>0)^ 

1 { .r I ) ( 1 2 ) ( 28 ) (44) . . . {n n ) ] — ( (:r 8) ( 1 1 ) (22) (44) . . . (nn ) ), 
|(.rI)(l2)(2:D(84)(r)r))..dt^n)l:==»^[(/r4)(ll)(2^ 


Somit ergibt sich 

An{a:,y) = 

J ... j' ciu, ...,{a„{(x.y)\(\l)(22)...{nn)\ - {ly)\{xl)(22) ...{nn)] 
-- (2//) |(,r 2) (1 1 ) (:■!:•!)... («n)j - CHy) [{x'A) (11) (22) (44) ... {nn)])-. 

Die Integrale der einzelnen rechts auftretenden Glieder aiiBer 
dom ersten siiul aber idontisch, da ein mehrfaches Integi’al von 
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Arhtor AbHchnltt. 




der Bezeiclmung dor lutognitiouMvarmldon tuiahliiingig ist. Man 
hat z. Ih, indem iniui die Rodoutmig dor ItitognitioiiHvnriuhlen 
Ml und Tcrtauscliit, dio (Uoiohung 

j . . . j . d«„ ( 1 //) 1 (.r 1 ) { 22 1 . . . ( /n/ 1 1 

r=j’--- j(/«, ... </«„(2//ll(.r2u 11 ... mail. 

Dor Wort doo erston dioHor liitognilo, niithiu luudi dor allor 
andorou kann abor offenbar goscliriohoii wordoii: 


. . . J (/ Kj, . . . (/ K„ 1 ( .0 1 ! ( 22 1 . . I H » 1 1 

“:J A‘(«i, //)/!„ 

Da foruor offonbar dio {iloiohuiig 
j'...jf/ai ...dM„[(U)(22)...(>i>D! j -’I-. - .-I,, 

gilt, 80 findot man dio Ilckuasionsforinol 


j (/«i /v’(«i, //) J 


(1) yl„(.i',vy! - .4,, A'(.r,!/) -n( K{h,ii\A„ 

Operiort man niit don Zeilou, wio hior init don Spaltou goHcliohon 
ist, BO lindet man oino ontHproohendo Hokur«iuiisfuri«ol 

(2) A „ {x, y ) ; • - A „ K { j-, ij ) -- a J K ( .r, k\ A „ , { «, 1 d «. 

Dieso boidou Identitiitcn gtsiuigon, imi zu zoigoii, tlalJ dio 
Intogralgleichung durch den Quotionton /D.r, //) 1 > orfiUlt wird, 
sobald nur feststeht, dalJ dio Hoiho liozilglic-h licidor 

Argumente im Grundgobiot gloiohmilfiig konvorgiort. I'litor dio«or 
Voraussetzung findon wir niinilich, iiubnu wir v«»n dor (lUdohung (2) 
Oder 


(-!)» 


+ 1 


A n (a:, y) _ A „ K[x, y ) ( ■ 1 1" ' ‘ 


Ml 


Ml 




auBgebeu und ubor n summieren, da« folgondo lloKiiUat: 

— K{x, y) 4- I){x, y) A' (x, y) (D — I ) j J K{j\ «) /G«, yMla 


Oder auch 


(3) JHx,y) J). A'(>, y) j J A'(.r, «) /)(«, y\tlft. 

Ebenso leicht ergibt sich aus dor Formol (1) dio (lloichuiig 

(4) 1) (x, y) = JJ. K (a*, H J A' {«, y ) l> (x , « ) d «. 

Die Formeln (3) und (4) sind also bewiesen, sobald die bozeiclmote 
Eigenschaft der Predholmschen Ileihon fostatobt. 


Fredholmschen Koihon. 
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tU). 

Hior miige iioch beilaufig bemerkt warden, dajB die Fred- 
holm achcn Ileiheii, wenn sie die Tntegralgleichung mit stuckweise 
Ktctigem Kern aufliisen, auch dasselbe fiir Systeme von Integral- 
gleichungen loiaton. 

Soien z. H. die Gleicbungeri 

I 1 

<Pt ~ /'i :i: + J A'n (r, (x)<p^a.(la+ ( (.r, a) a. d u, 

{■,) " " 

? \ 

9 ^ X = X + J A^i oc) 9 i j A 22 cc) (poa.dcc 

0 0 

vorgelegt, iu denen iiber ein lineares Gebiet integriert wird, 
itmorhalb dessen die Funktionen A'^, ,, (x, a) bezuglich jedea Argu- 
ments stiickweiae atetig aind; <p^x und qoj.r soien die Uubekannteu. 
Dann sctzo man Hir die Gebiete 

1. 0^2/^], 

2. 0<,r^l, 1^2/ ^2, 

1^3.' ^2, 

• 1 - 

die folgoiideii Delitntiuiien a,u, doron jodo sich auf das gleicb 
numorierto (Je.bie.t hezieht: 

1. A (.T, ji) Aji(.r, 2/), 

2. A' ( .r, n ) -- A'l . ( /r, i/ — I ), 

3. A’(,r, //) := A'a,(x — 1, 2 /), 

4. A'(.r, y} = Aj^ {x—l,y— 1> 

h’erner gelte das crate odor zweito dor Gloichungssysteme 
(f, ,/• — f/., /',r =- /', .r ; fx = (:v ~ 1 ), cpx — (p^ (.-r — 1), 

jo naclidom dor Strecke v(m 0 bis I odor von 1 bis 2 an- 
gohiirt. Dann kiiniam die Ghncbungon (5) in die eiue Gleichung 

9 X == fx + j K a) (pa, dm 

a 

ubergofuhrt werden, deren Kern auf der Strocke von 0 bis 2 
atUckweiao atetig iat, wenn dasselbe von den Grofien K/iv auf der 
Stre(;ko von 0 bis I gilt. 

I)i(;He Botrachtung kanii offenbar leicht verallgemeinert und 
dazu benutzt werden, die Ergebnisse des dritten Abschnitts auf 
Systeme von Integralgleichungen zu iibertragen. 
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§ ni. 


§ III. 

Der Hadamardsclie Determieanfciiiatz. 

Zu (Ion wwhtigHt(‘n Kigcnischafiotii clt*r lUnhon 

fiihrt folgoinU^ algobnuHt’lu' Hotmoliiiiiig. 

tinter eirier (*rth(jg(>nulon Sulmtiinficm viTHU^lit num Iti'kiuint- 
eino linoaro HubHtitutioii van dor !*onn 


boi welcher Idontiiilt 


t , »i t,n 





bestolit Hat man im himoiub'rtm h 2 , hi* lolinai din tdloidnir 

zusammon hoHtohcmdcn^ (Umtdaingoii 

If I .. ■■ ■ .Oi Oimr< .#'.j Hill f#., 

//a ^ 

Pi I ■'•3 • it? ! ;/,% 

in denou « ein ludioUigw Winked mdii kuiui, dnli i-h (due nrtlnt- 
gonale Buhstitution gibt, bw diT die K<icf(i/,i«nt«ni «di»-r licilic, 
sich zuoinaiulnr verhiilten win gcgedn'iin (irulji.n. din niclit jilln 
gloich Null Bind. 

DiesBn Siitz kattn ninn Itdclit dnrtdi vidlNtiiiidig*' Itidukiion 
auf Substitutionon in btditdiig viidnn VuriHidnn imndnluicti. Soi 
niltnlich doi* Satz fiir n I Variubbe bnwinHim. ho dnil in dnu 
zusamraen beatediotidnu (Jlidedmngeni 

j,H i 

V ,,i , V.,;^ 

£* i‘ ». 

bewirkt werden kann, dafi 




aji Af’i, a^^ ~ Ao.^, cij^„ 

wobei Cj, 6*2 ... Cn^i boliebig gngoboiici (Irdlloii niiid, dio iiicdit idle 
Tersohwinden, und I «in van Hull ffiricdiiodaiior Prc>|Hirtic»nalitilt8- 

faktor^ist Dana fligeu wir dan Variiibloniuiiir j'„ i/„ so 

dafi die Gleichung 

n w I , M 


I )io K ro (1 li <> 1 mHchcn Roilion. 
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() ! . 


gilt, und bilden waiter die Substitution 

r, r— cos a — sin «, 
— y/, sin a |- cos «, 


•-‘‘i 'Ih'i '-a ~ th's v/n^i. 

Alsdauii habon wir offenbar die (Uoidmng 


J 1 n 1, n I, n 



und txsaondore die Beziehung 

l,n — 1 

= COS a (lx ,, — ./•,» sin a. 

Die Koeffi55ient(vn dieses Ausdruc.kH sind 

A (\ cos r^, A Cg cos a, ... A - 1 c.os «, — sin a, 

und lUiin kanu durch passende Wahl dos Winkels « licwirken, daU 
— sin a = Cn A cos a, 

wemn <mi(^ l)(‘li(‘l)ig vorgoschriobene OrdBe bedeutet. Auf diese 
Wtuse ist erriucht, dafJ die Koeflidenteu in dor orsten lleihe dor 
di(^ Variahlen ./• und ;■ viu'knupfcndcii Sul)stitutiou den willkiir- 
Ih’h gt^gelxunui Drr)b(*n Cj, rw,..c„ proportional sind. Die SchluB- 
nuho versagt nur, wtuin n 1 DniBon c verschwindon; dann ist 
aber die gesucbte orthogonalo Substitution oinfacli eino rermu- 
tation dor (inilicu .r,., bei dor ,i\ und .r^ Bich vortausidicn. 

seit'u ,,, /’h,-? iudom man v — 1, 2 ,.. h setzt, 

11 WertHysteme dor VariabUm .Tj, und man wende auf 

diese cine orthogomile Substitution in dor schon oben gebrauchten 
Forui an, indoTu man setxt • 

an 

1 /.. 

n 

l)i« jtmoii II HpoKiollcii WortHysttiincn ontsprochenden Systeme 
(l(ir (h’dOen p Hoiou ?/,,,, v/^,. ... y«,.. Dann kann man nacli dem 
olitm orhaltancn Rosultat die Kooffizionten k so wahlen, dafi die 
(Uoiclmngon 

2/ia = ?/i3 ==”'== 2/in ~ 0 


gcdton. Donn das gibt die n — I homogenen Gleichungen 

1 , n 

<J = 2, 3 ...n, 

L* 

Kiii^iar, Into||*iilf|l©iobungewi. 1 Auft. 


18 
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A«’lit«'r AbHrlmiU. 


^ ill. 


(lie man immcr (Imrli I'ubiikaiiutc* criiillini kami, ibn-cu Wertc* 
iiiclit siimtlicb verscliwinden. Dicacii riibckannton konnau daiui, 
wie gezeigt, die GvoCen iirojiortiotial gcsctzt wcnlcii. 

Welter transformiero ninii die Varinblen //.j, //;, ... //„ (lurch 
eiiie orthogonalo Transfonnatiun dtu-arl in dii* innicn Variahlen 
^ 2 , 5in daU die (ileichungmi 

bestcheii, wobei allgc'in(‘in dim WrrtHpUnu bi*- 

cloute, (las doin Syetem //a,., //•!,. ... tniiapririit. Uiti liiorzu 
(liciiende Substitution kann zugloirli als oiiic^ I’niiinforuiatioii dvr 
n Variablen //h?/a •••//!» angmdHUi wardoi^ iiidam ruan tlit^ oiiio 
Gleiclmug ™ //j hinzufugt. Daiiu kaiiu aurh das Variablou- 
system ,^ 1 , rg ... als diireli orthogoiiale 'rriiiisforumiitm atm 

den Variablon .rj, ... a',, barvorgegangen erHehtdaon and die 
spemdleu Werte, die den Grrilltm eatHiireebeii, Inldtui eia 

System von folgemlcn* (Jestult: 

.i'n ... 

••• 

In diosern cnthalten dit^ erste uiid /.weiti^ Zeib' rechlH von der 
Diagonals nur Nullen. Auf ttume Weise geht man wcdler nml 
stellt ein System her, in welehem die drei vruim Zinlea dieHelbc* 
Eigenschaft haben, die soeben fllr die cirste imcl /.weit4.^ erredehi 
wiirde. So fiihrt man fort, bis aiiui Hehlicdllirli erreiehi hat, tlatl 
die a-— •] ersten Zeilea recdits voa dm* Diagoaale aiir Nttllea 
enthaltou. Sind die letxkm Varialden so hat lana daaa ein 
GriilJensystem von der Form 

0 ... 0 
/yi ... II 

|,;j ... 

1 ^11 H ^tt'A •** 

erzielt und der Wert der aus dicmeia gebildeteu Deierauaaate 
ist offenbar i^in ••• Um- 

Nun habon die Determinanten der ortlutgoaalmi Halmtitutiim 
stets den Wert + 1; die Determinaate den triianforraiertmi CiriiOea- 
systems ist gleich der des ursprihigliidma mullijdiziert aiit dar 
Snbstitutionsdetermiaanta, Dariiim folgt, tlall die arsiiruaglieb© 


^ VA. 


Dio Drodholmsohon Rcihen. 
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Determiiiante dem absoluten Werte nacb gleich dem Produkt 
der n GriiiJen ist, da die (iroBen durch orthogonale Sub- 
stitution au8 den ursprunglichen GroBcn x,,,. abgeleitet sind. 

.Fotzt worde vorausgesetzt, die GroJBen X/,,, seien dem abso- 
luten Betrago naoli niclit groIJer als 1. Die GroBen t seien in 
der Form 

/ _ XT' / 

£? 

angesetzt tmd es besteht die Gleichung 


1 , n 1 , n 



v >» 


Alls (lieser bokaaintlich uninittelbar die Gleichungssysteme 


1, n 

V r.-rr 1, 

I' 

i , u 

^3** J *' i* 0 ^ 


1, n 

1, n 


^ ^ 1, 

j V if d, 

^ 7 ’. 


Ihi luui zwiKclieTi beliebigen reelleii GrbUen r,., .r,, die allgemeino 
Ungloiehung 

<-2j4*2ij4 

\ 41 ' ij r 


gilt, HO folgt, iiulem man sotzt, 



lUu der Annahmo 5;" 1 folgt also 

i ^ \ j 

im boHondortm orgibt sich 

U'v ; y 'H . 

Da ferner fiir die, Dcterminanto 



.rjj .r,^ . . . 


J -r 

• • • 

•-^*3 H 


•I 71 1 « • • • 

•^*n n 

obeii die Gleichung 

:1 1 ” til ^22 * • • 

^nn * 

; dd 

abgeleitet ist, so folgt 




und die Hadainardsche Ungleichung ist vollstandig bewiesen. 
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Ac’httn’ 


§ 

DioHC Ungloifliuiig, die ztmiit'liHl mir fiir <ii*n Full nHillor 
Klcnumte abgclcitot iht, hluiht riclitig, w«<nu die in oiimr 
Spalte stoheudoii Klomunto Hiimtlich imaginiir sind. Hat 
man dalior oiuo Dctormiuautf nun koiindcxcn Flnnumttnt , die 
silmtlich dcm abaoluteu Hetrage iiacli kicitu'r Kind uIk t, ('twa 
dio Dotermiiuinto der Klomuntn u,,,. ; W(tlu<i die zwciteu 

Zeiger in don Hpalton, dio (-rKton in tb’it Heilien kimstant bleibeii, 
und zerlogt man dio Dotonninante t'ntHiinmiu'nd don lioidon in 
jodor S|)alt,o. nbdioudon Smnmamlon in liotcrminiuiton. dm'oii 

Spalten entwcdor auH (Uiodorn win u, tt„, odor huh 

(lliedorn wie lumtolion, ho ini liio Anzahl diowr 

Bunimaiulon 2". Auf jodon oinzolnon von ilniou kann dio fi'ir 
rcollo Klemonto goltondo HadiimardHidu' Fngloiolmng ungownndt 
worden. Dio Dotorminmito dor koniploxon Fdojuonto o.,,, i 
ist also absolut kloinor ala 2" Vm’’i "•(<nn dio absiduton Itotriigo 
der Elemonto kloinor ala 1 aiml. 

Hioraus HchlioCt. man Hofori, ilali dor almcduto Win't oinor 
I letorininantc init roollon odor kfunploxon F.ionioiiton, dio Hiiintlioh 
dom abaoluton Hotrage naoli kloinor nls 7 Kind, titdor dor (tronzo 

a" ('i V« >” 

liegt. 

S <!2. 

Die Konvergenz der Fredholmschen Kelhen, 

Das erhaltene IloBultat wondon wir auf «lio Dotonninauton 
an, die in den Ausdriicken ;/) mul .1,, vurkoinmon. Dor 

Kern ir(.r, «/) soi iiu (irumigobiot uIh Funkti<m jtnlor dor StoUon 
X und y stUckwoiso atotig, ubrigotw rooll culor ktnnjdox. Dann 
gibt es eine solcbo positive Konstiuito //, dull dio Ibigtoisdamg 

»/) * , ;/ 

gilt, wenn die Stollen u- und «/ das Drnndgobiot dundilaiifon, und 
man findet sofort die Ungloichungon 

^A„{x,y)\ 1 1 )” * 

‘ ( f '‘ {2 \ 

in denen c den Wertdes Intograln j d.r, oratrookl llbor dan Urund- 
gebiet, bodeutet. Die einzolnon (ilioder dor Itoibo aind 

daher absolut kleiner, als dio entspreiduunksn tier U«‘iho 


I )i c F r i‘ (1 h o 1 in schoii Rfihon. 
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Dioso ist ab(!r kouvergent. Deim der Quotient zweier aufeinander- 
folgender (Uioder ist, woim man das folgende als Zahler, das 
vorhorgehende als Nonner nimnit, einfach 


2,./ V» -M ()/“ +') 


n 

n 



\iiul da die (inJBe 



deni (Ircnizwert e tnit waclisenden Werten von n zustrebt, so ist 
der Wert dieses Quotieiiten bei hinreichend groUem Wert von n 
beliebig klein. Ebenso ist niit der Reihe 

/.; 1 1 

II 

die Keilio D zu vergleichen; sie konvergiert jedenfalls nicht 
schbuiliter als die Iteihe /tV Da die Reihe li ferner von den 
Sttdleu .r, y gilnzlicdi imabhlingig ist, konvergiert die Reihe D(o^^y) 
gleiidnnaJJig. Dajnit Bind die notwendigen Gnmdlagen gegeben, 
mn auH der Kekursionsfoiinel des bO die (ileichimgen 

( 1) y ) V) I' j A"(o6, ;//) I) (.r, a) da, 

( 2 ) J){ j\ y) — I) K (x, y) 4 j K{x, a) I) (a, y) d a 

(‘rs(’hlie(len zu kcinnon, die soniit fiir beliebige symmetrische oder 
uusyimnt'.trisehe Kerne K(,r,y) der oben bezeiedmeton Art be- 
wii'sen sind. 

Ist fernen* J) von Null verschieden, so liefert die Fornael 


ijx -- fx + J I)(Xi K)fK.<l K 

cim^ Liisung dor (Uoic.huug 

tl’ .r f.t; f j K «) 4’ K. (I I 


' K. 


Kin besoiulerH wiclitigor Sonderfall ist dor, daC der Kern 
A' (.c, //) eiuo gauze rationale Funktion eines Parameters A ist, 
der auch komplexo Werte annehmen kann. Besclirankt man diese 
auf oin festes, iibrigens beliebiges Gebiet so liegt die Funktion 
A' If) dein absolutcn Betrage nacli unter einer von I unab- 
biingigen Gronzo i/, und die Reihen JD und Dix,y) konvergieren 
gloichmaOig auch in bezug auf A., sind also nach dem Theorem 
von Weiorstrass im Gebiete @ regulare analytische Funktionen 
von L Da nun diese Folgerung fur ein beliebiges Gebiet @ 
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gezogcii wordoH kiiini, so sind dio iirdUt'u D uiid ganzB 

trariszondente Funktionou von L 

Eiithiilt dio (IniCe K{.t\jf) don Fnraniotor A nh eiiifarhc^u 
Faktor xmd bozeiclmen wir (lurch und Ihj\ //) die CindJcii^ 

die bisher nnd I Idcdkui^ ho linden wir, daO 

die Funktionalgl(nchung 


ij\r ™ f\r I X KiJ\ «) 


durcli oinen Qiiotienten zweii^r giuizcr Funktimicu von A, 
also durch eino nu^romorphe Funktioii dicser OrilOc 
geldst wird, womit die S<‘hmidi8(die Fornud vcrallgcnicincrt wird. 
Am einfachstem gestaltcd nich die lAmung, wciin mir fx durcdi 
K(x^y) ersotzen; dann erhalt man ciiifiudi die Fred iHitmselic 
Rcsolvonte 

(3) :r ■ K ( .r, // ) ■ | 1 j A’ f j \ h ) le « * f / «, 


ans der man scddiclit, daU d(nn hlmnidcn K(»rn l\j\ij\ glidcli- 
ziisetzen ist; dicker liat den Wtud 

IHj\ //I 

I) ' 


/’(A //) 


wie auB dor (Ueichimg (1) ht'rvc^rgcht. Fie ntfilH*ii I) und Ihx^y) 
haben jotzt entHpreebond der geiindm1.cn Fc/.idduiung die folgmidt* 
Giestalt 

y) X /ij (,C| //i f I j * 1/ 1 • * % 

c= I -A/I, I .. 

und aus der Beziehutig 

I ^ n * t t W ) # / 

folgt dio Gleichuug 

f lH-<\ X)tLr 


,11) 
d k 


Hieraus ergibt aioh eiiie iieiticrketiHwertf' rung uiiter 
der Voraussetzuug 

Man entwickele aucli dio (iniUon J)(.i\ji) naidi I'uU-uzwn vuii A -A, 
und es soi etwa 

I) (x, y) = D, y) — j. I 


u ■ I 


I)i(‘ Krcsdliolmsclion Roihen. 
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Dami Sind l>AAy) nacli dor Bilcliingsweise der Reihe D(x,y) 
Htetigo Fiinktionen von ,r and ?/, deren crste nicht identisch ver- 
Hcliwindot. Dio (InifJe 

/>(.r, x)(lx 

ontluilt inindcjHtens die VoUmz {I A,)^‘ als Faktor, und dasselbe gilt 
von (ID <11; inithin onthiilt I) mindestens die Potenz (A — 

Dio Stello ist alno sichor oin Pol fiir den Bruch l)0(\y) 'J) 
und dio (Hoichung (2) orgiht 

Di {x,y) - 

w(>l)oi roclitB nur (iliedor woggolassen Bind, die eine ganz diirch 
A Ai tcnlharo Funktion von A bilden. Nun ist auch 1) durch 
(A -Aj)^, wi(5 gozoigt, toilbar und gibt einen Quotionten, der fiir 
A : Aj YorHohwindot; rnithin oriiillt man dio Gloicliung 


I)i(x,y) ~ 


D^(oc, p) K{j\ u)da, 


und da />i(.r, f/) nicht identisch verschwindot, kaun man y so 
iixitu’im, daB oino nicht identisch verschwindende Funktion von x 
herauskomint. Dainit ha.t man oino Losung der homogenen 
Intogralgleichung 

(4) (px ™ Aj j K {x^ (A)cp a .(! a 

gowonnon. Kiiu^ Hoh'he ist vorliauden, wonn 1) an irgond einer 
Stolh^ A Aj vorschwindoi 

Fbonso orgibt sicli mittels der Gleichung (1) 

/>, (.r, y) — A, I />i (.r, a) K[a, y) d a 

und einti Liiaung dor Intogralgleichung 


( 5) ty -= A, J A'(«, ?/) i’u.d «; 

dio (Sleichungoa (4) und (5) habou nach t; 65 gleich viel linear 
unabhilngige Losungen, was sich auch aus den Fredholmschen 
Heibon erkonnen lafit. 

Multipliziert man die Gleichung (4) mit D(u,x), integriert 
und benutzt die Resolrente (1), so folgt 


j I) (ti, x)q)X.dx — Ai I K (x, a) D{%x)cpa.d ad x 
= y I gj a . d « ( I) (w, «) — DK (w, a)) , 
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odor iiidem luaii nodunnls die (Ucirhuiig { 4 ) und dan 

Zcichen /’ einfiihrt, 

qni — (Aj A) j J’f a, .r) q j'.d.r; 

ol)onao ergebon die (lltaclnuig (5) und (2| 

-- (A, ■ A) j !\j\ n)(pj .fLr. 

Daniit aind die KigenHchafitMi dan irmeiultm Krrns frhalit'iK dii^ 
wir in boBouderun Fallen <leH vierten und srrhstrti AlmeluiittH 
Bchou viclfatdi benut'/i linben. 

Endlich orgcsben die (iloiehungiut (4), (a I, in ibuHUi wir jetzt 
(j)i und ti fiu* 9 wi^d t|» stdindben wnlbui, knudnuiert init den 
einom andoron Kigenwnri t'ntttpm'hnndtui Eleiehungen 

(0) (p.j ,r - A.^ I K (j\ f4) (f^ t{ .tiu, 

(7) A., j K{h, f) r, 

indeiu man die (JUnchung (4) tnii <!ie Gleirliung |7| mit 

A, maltiidizi(U't und mudi intugriert 

(A.j--Ai)| AjA.^ j j K \j\ fi^q uK^j\fi uii J' 

Aj Aji j j a ) q p/ , iryf< , d.f f/r< u, 

odor * * . 

r tl; 

ebonso ergcdieu die (Jhncdiungen (a) uml ((J) 

I : th 

Damit babon wir don AimchluU an dtm lk‘gnff dvn Idnrthngoniilon 
Systems erreicht, von dem in don 49 und Ui) nnier Ijoscmdm'on 
VorauBsatzungen die Undo war, 

§ m. 

Die Fredholm schen Reihen und die lymmetrischen Kerne. 

DaC die (JriiBe J) boi reellen Hyinmoirisohmi Koriioii^ iiIho 
unter der Vorauesotzung 

A'(a‘,//) A' (/A 4, 

immer mindeBtenB einrnal verBchwindet, kann jeizt auf idiio nomi 
Weise leicht gezeigt warden. In dor I'ai vorHuolum wir ilen 





I )i(‘ K r 0 (I li () 1 111 Hchi^n Ueihon. 
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l(>soiuieii Ktuii Potenzcn von I zu entwickeln, so 

iniiBto (lie orhaltcno lloilic bestiindig konvergieren, wenn der 
N(3nn(‘r 1) nirgouds vorschwinden sollto. LiiJBt sich also zeigen, 
da (5 dic'.HO lUdho nicht bostiindig konvergieren kann, so wird 
ih)twendig nuudcHtons (dnc Wiirzol dor (lloicliung D — 0 vor- 
haudon soin. 

Aub d(a' (iloichiuig (B) des ^ (>2 orgibt sich nun, wenn wir 

(/» .r / H.r, //) r- K (a‘, y) + A {x, y) + (.r, ?/) + ... 

anHotzcn, sofort die allgetneine Bezielmng 

/i'* ^ y) ■““= j* K //) A' oc) (la. 

Die (IrdOcn /i'‘ sind also niit den in li) obonso bezeichneten 
identiacdi und vh Ix'Htcdit wi(‘. dort di(3 (Uoicluing 

J(m 1 « I ™ j J(m J(n 

Auh dicHor folgt uumittelbar mittols der Scbwarzschen IJn- 
gleir.luuig, indtnn n)a.n n- • n^-| 2 und x fur y setzt, 

( I I A'- {J\ .r) i (j\ .r) ■ I ^ H.r, x)\^ ^ 0. 

Weiiu nun A'-'^M-r, .r) fiir irgoud einen Wert von x ver- 
H(‘h\vind(‘,t, so wiinle diem^. Ungleichung sofort dasselbe fiir 
A'"''* ^ .r) und ebenso fiir alle folgonden GrbBen K-^ijr^x) er- 

gelnuu (irobe 

IVHx^ X) --- I A'(rz, x)-da 

ist abm* olTenbar positiv; ware l{-^(x^x) die erstc Grofie ilirer 
Art, deren Kxponent nine I'otenz von 2 ist und die verschwindet, 
BO ergliln^ die Ideniitiit 

A'-M.r, .r) A’''^(./’, a^da^ 

dab aiudi A*^(.r, .r) v<‘rHe.hwruul6, was der Definition des Zeigers 
2.S* widerH}>riehi. Da nun, worm uberhaupt eine Grobe x) 

den Wert Null hiltte, dasstdbe auch von einer ebensolcben GroBe 
gelteu nuibits in der fiir 2n eine Potenz von 2 gesetzt ist, so 
zeigen <lie erlialtenen Keaultate, dab alle Groben K^^(x^x) po- 
sitiv sind, 

.Fetzt (‘rgibt die erlialtene Ungleichung (1), dab die Keihe 
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?? v>:\. 


fiir gewisse Wertc von A divorgicrt; (It'iin <lrr (^)ni)ti('nt ciiu's 
Gliodes durcU ein voi’liorgehoiuloH ist 

_ _ A'-" I- , 

Nach dev Uiigleiehinig ( 1 ) ist. aluM- 

A'-" I “(a', ./■) A'"" * ' <1 

A'-'*(.v, .r) A"-" I .( r 


nnd die Nenner aiiul, wie gozeigt, von Null vcrschifdcii. Somit. 
folgt, daI3 dor Quotient niit n anwileliat, also hei |tiisseutl(!v 
Wahl von A imincr grdIJor als Kins ist. Die Heihe It ist also 
divei’gent; aio ist ahor nur als 'I’eil in der 'I’liy htrsehen Heihe 
r(.r, .v) cnthalton; mithin kann diesti nielit hestiindig k<invcr- 
gioren. 

Damit ist gezeigt, dal3 die (IrilBe I) niiiKlestens eine Null- 
stelle ala Funkthm von A hesitzt; jeder stetige syuiinetrisehe 
Korn hat also iniiuDustens eine nieht identiseh vev- 
Hchwindende Kigen funktion. 

Sei nun Aj irgond ein I’ol der ineronioriihen Funktion /’( (M/i, 
und gelto in der (Iingobung der St, (die A, folgende Kntwiidvlung: 


/>(.<■,?/) __ /*(.'•,//) 

]) " (A--A,)'‘- 


/( < //I 

A A, 


'F(A 


/.,i; 


(lurch fk soien dahoi stetige Funktioneti d(U' .•\rgunient(' i\ //, 
(lurch '4-1 eino Fotonzroihe iKizeiehnet. Dann giht (li(* («lei<dinng i.'i) 
des § 02: 

■ ■■ "■ 


A {■'■,//) 

(A-AiF' 


Ill 

A A, 


= 7 v (.(',?/) + A 

odor 

A(‘G?/)"h(A A( ) /*._ 1 (.e, //) 1 |A A, )'•' A A,) 

— 7v(,r, ?/)(A — A,)** ( A j A'(.(', «)/!(«, //)(/« 

+ (A — Ai) I K (./■, a)fk I ( u, n) (I ft, t (A - A, (A A, i, 

wobsi 43], 43j, 4.^3 wiodorum I’otenzroihen hedeuten. Setzt man 
hier A = Aj, so tindot man 

/&{•'•, (/) “ A] j K{.t\ H)fklu,!nilri. 


K(.i\u) 


( A A] F 


h-- 1 


/i («. .'/I 
A ■ A, 


(lu j 4', I A A, I 



IM*’ I ! «’ t| Is «• 1 iH ?*r}t«‘i[i U<'tlu*n. 
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n.i. 


nifh'ivn/.iiTt iitHti .iiinfKrn tn\st nach k und setzt erst in der 
erhiilU'iH'ii (ilciclmiiK k so iimlet man 

h- > f !>' 1 /'I '' !n</it j A, I* A'(.r, («, n)dK 


li i ' , '/» 


A, j A ( ,, «)/» I jl)(lK. 

K<«nl>iiii*'rt man die limiltnv Inl/.ton (iUnoliniif'mi, indom man die 
cr^d.- nut /i ,t i/i, ili«- zw(<iSf> mit /liS.r,//) iiudtiplizksrt und die 
I)itTfr«-iiz li.-idm luldft; intuj'rii'rt man sodanii na<-li .r, so orgiht sich 

1 (* 

" ; J/i I ' 

■ A, I A‘m, A:| I/,, I /!(«, //)/), l(./, //)j 

Ilior ist da« li t/li* Inti'gi'a! l(t>i huniiiftrisi'lnmi Kern gleioh Null; 
also miiUti' util'll llii.in iiUnitiach veraoliwiiidim witgogen dor 
VttnutMSt-tir,tiiig, 1 >11* Zald /.• kaiin alno nioht griiCor als Kins sein; 
im Kalh* l•t^trH hymiiu'trihrlioii Korns sind alio Pole dcs 

liiHi'iidoti Ki'riis I'lnfufli. 

In diT Pmgi'tinng otncs Holflton Polos soi dioHO GroOe in dor 
Kunn 

ontwiokolliar. I>ann isf dio (irillio 

1/1 . /,i', 1/1 

I, ' i J, 

fill ili’r a Ai iiii’lit rtit*Iir iiiiiguliir. Bcischriinken wir uiib 

iiiiii liuf f 4 yiiiiiitiriririii* Ktniiis ilii^ kvhw aiulereii hIb positiye 
Kill'll lirhii/i!ii, itko' pii»itiv 4 Hinit niml, ho ist eiuer von 
iliiiifii iitn* klioiiHtiS or wnnli^ iliiroli Aj bomohnot. Dann lidgt in 
dor Etiinn^ di’f l%*viii|dr*^on itrtilJo A auf dor KroiHflarbe init dein 
ilitdiuM Aj kinii Fid idu A^ Die* Taylorschci Entwick- 

Iiing drr konvrrgiort idH<» nocli fiir einen Wert 

A ■■ A| i f, ill widrlioifi r fdni^ jionitivo (iroBe bedaiitet. Diese 
Kiitwirkliiiin kiinn in folgendar korin angegeben werden: 


I *s f -r, li I K I i\ ii I i ^ A"” ■ ^ { j\ n I A“ ! *1 ^ 


f3| 


/i iJ\ HI 




^ * {j\ If) 


fi (a //) 

■ Aj« + i ^ 


l\ 
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Da nun dioso lieihe kouvorgiort , wnnu man A - A, | r sctzfc, 
so folgt ... .. 

Oder 

[ A’> t ^ (^‘ ^ '' ' •" ’ /• 

also <‘i, fortiori 

lim lA'/'H /v'» I /; (,r,,//|| (), 

n </■ 

/'i (.f, //) lini I A'/ 1 ‘ /v" > ' (,/•, (/ ) I . 

Da nun nach dom Obigon /',(.?',//) oino Kigenfnnktion dos Kerim 
ist, so ist wiederum das Vorfahron dos § lit abgoleitet, eiim 
Kigonfunktion durcb oinon (JronzprozoB liorzuHtellmi, Kohald dm- 
zugehiirigo Eigenwort gofundon ist. 

Abcr auch filr diosen selbst orgibt wieli aim dor orlialteimn 
Eormol oin (ircnzprozoli, durch den man dm lierstcllen kann. 
Da niimlioli die Produkte 

ArA’" {.!■,{/), A’* I ‘ K» 

bei wacbsonden Wcrtcu von n oinander nalmzu gloieh werden, 
so orgibt sich 

A, r= lim l-‘ liru . 

I, », A "(.>,!!) „ , A" ' //I 

Dioso Ausdriicko wordon illuaor'iHe.li, wonn dor Noiuhu' v*'rHobwindet. 
Man vormoidet dies boi dom swoiton naoh don obon dureh- 
gefiihrten Iletraohtungon, indoni man n gorado niramt mid r // 
setzt. Ein spezieller, vielloiclit zweckiniUMgor (ironzprozob wird 
durch die Formel 

Af-.. lim * 

angegebon. " " '1 

Boiliiufig tindet man auch noch loicht oino Forniol, durch 
die die Anzahl dor zu dom Eigenwort A, gehiirigon Kigon- 
funktionen bestimmt wordon kann. Eriniiort man hicIi nilmlioli 
dor Formeln 

und setzt wio friihor 

(1,1 ■ j A'"(.r, 


K (./•, ./■) F V A'« i ‘{.<',.r)A’S 


I>ii‘ Kri'dliolmHcli<‘ii IldlM'ii. 
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HO fiiulot man die Taylorsclio Entwicklung 
d log 1) 

(I X 


-f- X A- -|" 


und der absolut kleinste Pol dieHcr oiTenbar meromorpben Funk- 
tion isi wicdornm A,. Int nun A ^ A^ nine f/-fache Nullstelle 
d(u* ganzan Funktion />, bo kaini man in folgender Form ent- 
wi(*k<dn 


+ — -^i)* 


d log 1) 

d X ' A — Ai 

Vorgloicht man die beidon fur die linke Seite dieser Gleichung 
ei-haltenen lleihen, so findot man durcli die bei den Entwick- 
lungon (2) und (d) gozogenon Schlusse 

q lim (7/„A«). 


Die r(u*.hti', Scute diescu' Gleichung ist, weim man n gerade 
nimmt, die (inibe V dcm § 16. Fcrner ist die GrdBe r{x,y) bei 
jedcun von allcm A» vcu'scliicdencn Worte von A als Losung einer 
nieht Inmiogonen hiic^.gralgleichung nach ^ 28 eindeutig bestimmt, 
also mit dcu* dori cdnuiBo boz(U(dm(3ton Grdiie identiscdi. Daraus 
folgt, daC amdi die GniBcm I> bier und in 28 dieselben sind. 
Dort trat in dcun Produkt 

tlt‘r A, (inthiiltciulo Faktor so oft auf, wio dio Anzahl der linear 
muibhiliigigoii Figonfuiiktioaen betriigt, dio zuni Eigenwert Aj ge- 
bbrc'ii. Diene Anzabl ist also, wenn nur positive Eigenwerte vor- 
haiuloii Bind, glcicli der Vielfacbheit der Nullstelle A = Aj in der 
FredboliiiBclum Iteihe I). 
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Vierter Abschnitf* 

I ho klimjiitadsini Arhoiton von Hturin und Lioiiville fmdon sich im 
Jourim! <l« ntfiili, I, 2, *% 1800 ■-1H.4H. 

^ 27, K u 0 H o r , I Hit 'riioorie der hitogralgleichungen und die Darstellung 
willkurliidior Fiinktiotien in dor math. Phy»ik, Math. Annalen 6B, 1907. 

S 28, Siokioff, MofroidiiHomant cle la harr© Mt6rogdna. Armales de 
Itt fiioiilti! di?n litdoiiorM df:i Tmilouio (2) B, lOOL 
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Amnorkunp^on. 


§ 29. Steklof f, Sur los cxprcaHions asyiupiuiitiucns cle fcirtaintis f<uus» 
tions. Commiinicationa do la sue. math, do Kharkolf 10, IiH)9. 

§30, Kneser, Untersuchungeu iiber dio UarHUdlung willkurlicher 
Funktionen in der matlienuitiBchcii Physik. Math. Annahai i)8, 1901. 

Anwendungen der Mothode (lea § 30 aul Ih’oblenie luii DiOerential- 
gleichungon vierter Ordnmig (mtlialten Odgonde Arladtcsn: 

Juretzika, Die Entwickhing unaUd.iger Funktien(*u luich don Kigon- 
funktionen dcs schwingendon Stala^H anf (Jriind d(‘r dor Inti'^raD 

gloiohungori. Disscu’tation, Brc^alau 1909. 

Sternberg, Die Ki\twi(ddung wiUkurlichcn' Finds in dor no.o 
thematisclien PhyBik inittelH dor Mothode dor Integralghdolumgon. Dianor- 
tation, Breslau D)12. Dio Arbeit bohandolt ikin Stab von veHlndeirli(d»eni 
Qiierschnitt und die elastische Kreifiphittcs. 

Die AbgeHohloBSonhoitsfonnel nnch Hteddoff, Hur oertainoa dgiditoH 
'gimdralos. Mom. de raoadc'miia do St. Peterabourg, (daaao p!iyH,«miiih. (H) 
15, 1904, sowio nach dor z\i § 27 angefiihrten Arbeit. 

§ 31. Duhamel, MiSm. 8ur lea vibratkma (Pune eordo llo\ible, ohargn', 
d’un ou de plusieurs cursoura. Journal de PKcoIo polyimthniipu^ (I) enh. 2!k 
Paris 1843. 

liord Rayleigh, Theory of H«)und 1, Nr. 135, IH94. 

K.W. Wagner, KloktromagTi(d.im*.he Auagloichavorgiingo in Froiloitungm 
und Kabeln. Leipzig lOOH. Das W(a*k (uithiilt acln’ino llandwtndtiufgalu'n 
vom Sturm-Liouvilleschen Typua, dii^ auf Orthogoniilitiit uinl 

belastoto Integralgleichungen fCihrcm. 

Teichmari n , Machanis(dio Pr(»blenuulio auf ht*luHt(d.(' Intt^a'iilgleirhungon 
fdhi'en. Dissertation, Breslau 1919. Bohandolt wird die Sailo tnii zwai iiuf- 
gesetzten Masson, und das an oinor Achse init eituun Kudo, biduHtigt^o nud um 
sie rotierende Seil, in das ein Kuoten gosohlagc'n i»t. Hoi dor ('rsbrn Auf* 
gabe warden Kern und Kigon funktionen trigononiiitrisrh aungtidriirkt,; boi 
der zweiten diu’ch die hypergeometrisohen Htdhon /'* in, d, *:), /»* (I • 
l~~(c, 8/2, 4 F{<h I, 

K noser, Dio zii § 24 angofiihrto Arlioit. 

§32. Darstellungon willkurliidier Funktionen duroh Boi««dnoh<^ boi 
Sternberg (§ 80), Laudien (§47), Jaroschek (§47) und KnoMwr (§ 3(i, 45). 

§§ 33, 34. Entspreohendo Untersuehungon ubor JaeobiHrhti Polynonu' 


V 2 ’ 2 ’ 2 



gibt Koschmieder, Untersnehungon liber Jactibischo Polynoino, llu" 
bilitationsschrift, Breslau 1919. Math. Zeitsohrift H, 1920. Boi ungennimn n 
sind die Polynotno 7’,^ Eigenfunktionen di's Kerns 




0 

Fur « = 1/8, «= p (^^|0, — 1), n ungarade lind (J*Pu) dki Eigoti* 

funktionen des Kerns 

K (w, v) 9 (^u — /y), n < r 

auf dem Grundgehiet o)/3-‘* 4<i)/8 mit dcni Eigenwarten n (n —(1/3)). 


I 
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W(^mi a — 1/4, ,r = |^2 Bn w . dn /^ k = h/2 gesetet wird, sind (x) 
di('. I’ligaufunktionon das 

II’ ( t?) = 2 (k^(u) — u), /f<a; 

K(if) ist iin Hiuno dar Jacobischeu Bezeioliimng das Integral zweitor 
(lattung aln Kunkiion dcH Integrals erstor (Jabtung; das Ornndgebiet ist die 
Sin»ek<‘ d • * • H. 

I>i<^ Auidriicke 7’,^^ in denen x elliptiscdien Funktionen gleicbgesetzt 
Hind, kdnnen als Furtbildung dor Kugolfnnktion (cosd) gelten. 

li. Neiuuann, Dio Fntwicklung willkurlichcr Funktnmen nacli den 
HoriniteBchen uml Laguerroschen Orthogonalfunktionen auf Grand der 
'riioerio der Inttigralgleicbungen. Dissertation, Breslau 1912. Dio Arbeit 
be.handeli den Fall unondlieh ausgedebnter Grundgebiete, fur den dio xln- 
wentlnng der allgainainen Sllteo bosondors gerechtfertigt wird. Deliniert man 
<Ue Ilermitastdmn lk>lynoma durch die Gleicliung 


Hfj ftind dit^ (irdOen 


//.r + Jfh _ ^ /d' ut 




atif dor Strecke von oo bis -f oo dio Eigen funktionen eines symrnotrischen 
Korns xnit unstebigor Abloitung 


/v (.r, y) 


1 


y* 1 


■«!/) I I" ,, 

- * 4 - w,' 


fift, 


X < y 


4 - t/t 


uiid iw gilt dio Gloioliung 

.i: r- (‘i »i 1 2) I K (ar, «) <;>„ « . (he. 


Mine Funkiion fx ist auf der ganzon 8trecke von —oo bis +oo nach den 
Funktionen ■<p^^x entwiekelbar, wenn eie ebenso wie ibro orsten bciden Ab- 
leitungon an ©iner ondlichen Anzald von Stollen unstetig wird, und im Un- 
ondliclion ndndostena wie verschwindet, wobei e jjositiv und be- 

Hobig klein ini, 

AhnliclH‘> Bat/.(^ gelten fur die Laguorreseben Polynonie, dio ala Nenner 
ib‘r NahorungHbriudu^ boi der Entwicklung dor Heibe 
I 

X 

in oitnni Kettenbrucdi deflniert werdexi konnen. Das Grundgebiet ist die 
Strock(i von — bis 0. 


, ' + 21_31 , 


Pfiinfter Abschnitt. 

Strenge uml oinfache Beweiso der vielfacb gebrauobten Satzo der 
Fobmtialtheorie linden sicb bei Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorie. 
Math. Abhandlung(*n, IL A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914. 

§S IIH bis 40, An, Die Ilecbnungon sind Priifungsarbeiten von K. Berg- 
iiiann und V. Wollmann entnommen. Breslau 1910. 

K ut” rr , Iiil«'K>al«lin«‘!uuJk"(ni Aull. 19 
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(jarnliuv, On'.oiiM iunetiuns i'nr ihc «M|Uutiou t /.’• /i (I I'nu*. 

lioiidoii math, .mudoty (2) I»% lUK); iO, HMH. 

§ 44. ihdirefi’H ihn* VertauHtdiunfit v<>u inf lyi/ufiifimi 

riemolj, l)i(\ limmroii Ksuul\V(M'tau0^ulH‘n shn* Pufrutialihrorii'. Mnjiaf 
fur Matli. n. Phys. 15, IIK)4, 

St.ohloff, d’hoorio ^diidral(‘. dan fuiietiunn funiliunfatiUfj^. Amiulrn tit* 
la facnito den md(Jiuu'H dti 'r<>uh»uHt* (2) I5H)L 

§ 45. KaoHty’, Ititt^gralfcPdtdnmf^tai tind DarHttdhini^ willkiiriitdu'r kuidi- 
tionon von /AV(n Variahloii. RondUmati thd tdrctdo mat. tii Palormti 27, TJO'J. 

§ 4(]. \Vc?y 1, tTlmr die Al>hiiM|»igktdt dor iM^foiiHohwim'Urtgoti oiu«'r Mt*m 
bran von dorou HoKi*<ni/.un^. (b’tdloH .limrnul Ml, liU2. 

Sechster AbscImiR. 

Bct.roffH dm* funktionontlumrotiHclten Mttihotb*: 

KiHJSor, Math, Annalon BH (llh)7) (§27). 

Hill), tlbm- lioiliouontwioklun^on , wolohn tim ?<|»‘/o41oii Htuidwt'ri- 
prohUmitm hoi ^,^(nvohnHtdi(‘n linoaron 0 iflVrt‘ntiid} 4 bdohtnigini ontHpringtm, 
OrelloB Journal MO, UHl. 

Krtiund, Muiwio.klunj.!; willkurliohor i**iinktio!ton voriuitttd»i lufri)- 
inorplmr. l>isH(*rtaiion, Hrt‘Hltiu HKM). llirr Ismhd Kit'h *lif Mrtbttdf tb*r Kiiakfitjn 
/ :™ r''“, (o“ I 1 ) in vonillj^tuiuunortor Korm tudwirlodt uml wird /mr \’or 
besBorung tksr iiltoron l'unktiouonthotn*ntimduni liowrim* von (’a no by t»n* tli<* 
FourierBcho und vorwiuulto Utdlum bonnty.t. 

§§ 47, 48. Duhnintd, Mom. Hur lo t'liloul, tlon uotioUH imJdt'alfurfH 
dovoloppeoH par \m ohangonumtH do tiMnpdrulun' tian« Ioh ottrpn aolitlt'ii. Mdin. 
proH. ])ar divttrs Huvantn 5, PariH 1H5H. Hootmd morn. Bur lim pbonoinrm^H 
tlmnno-raochaniquo.s. Journal do PKctdr^ polytochni»|!m nib. 25, MB. 1827. 

F. Ncuimann, Die (loatrtzo dor I>oppf4br<‘obttng tbut Lmbfw in kttmpri- 
mierten odor unglt'icbmaBig orwiirmtt'n unkriHiidiinistdimr Korporis. Abbandl 
tier Ihuiiner Akademia iH4L Ym'loanngtm idmr <iio 'rhosirio tltn* Kliiiti/, it at. 
Lcupzig 18H5. 

Liouville, Hur un problomo t}mrmtnnboimit|im Jtmrmil do ninth, 2. 

K oHchm iodor, Anwendnng dm* Intogndgloiobiingen luif oim^ ibornm 
olasiischo Aufgabo. (IrelloH Journal M2, PJDI. Dii^ Kniwioktnng \villkirrlitdn*r 
Fimktionon wird funktiououtheorotiHoh in idnom Sondorfallo bogrnndo! , dor 
sich auf FourierHcho Roihon zurCickfubron liillt. 

Daudien, Fntwickiung winkiirliolmr Funkiiomm !iiu!!i b‘unktionon 
Bpeyiellor orthogonaler und biorthogouaior HyBtmim. Di»iiorttiti»in , IlroMinti 
1914. Behandolt; wiinl dio thormooluHtiimho Deformation iler Kugtd, tlie iinf 
eino Intogroilirforeiitialglemhung fiihrt, mnvie (dnige auf Diouvillo (li. ttbrni) 
s^uruckgehondo amdytiHcho Kundwortaufgalmn. Funktionentlirorotim*lH‘ 
thodo dor Konvergenv.bewoiHO naoh der DiHHortutitm von Friunul Im. tibon), 
auoh bei dor Futwicklung urmtetiger kunkiiomm. 

Lauiiion, Kntwicklung willkiirlieber Funktionen bei oinom thermo- 
clastischen Problem. Orelles Journal MH, 1917. 

Jaroschek, Fntwicklung willkurlicdier I'kuikiionen nueh don (Dimierii 
biorthogonaler luinktinnsHyatorne bei einigcm tbtirmonuH'hanim’Inm Aufgiiben. 


Aninei’kungen, 
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Dissertation, Breslau 1918. Dio Arbeit behandelt die tbermoelastischen 
Vorgiingo bei geraden Stiiben mit versohiedenon Endbedingungen und bei 
kroisfdrmigen Platton nacb F. Neumann. In alien Fallen werden die 
Cireenschon Funktionen in Teilbriiche entwickelt, teils durch direkte 
Diskussion, teils nach der Metbode von Freund, und die Darstellungsfrage 
win! jedesmal allgemoin erledigt. Die Kreisplatten fubren auf Besselscbe 
Funktionen. 

Westfall, Zur Thcorio dor Integralgleicbungon. Dissertation, Got- 
tingen 1905. 

Birkboff, Boundary value and oxi)ansion problems of ordinary linear 
(li Horen tial equations. Transactions Amer. niatb. society 9, 1908. 

A, Hebur, Zur Kntwicklung willkurlicber Funktionen nacb Losungen 
von SyBtornon liuearor DilTorontialgloicbungon. Dissertation, Wiirzbui'g 1920. 

Volk, Fntwioklvmg der Fimktionon einer komplexen Variablen nacb 
den FunkiioiKui des tdliptiscben Zyliudors. Disscrtatioii, Miiiicben 1920. Uber 
die Fntvvicklung von bunklionen (‘iiuir koiuplexen Veriiuderlicben nacb 
Funktionen die einei* linearcjn DilTertmtiaigloichung /.weitor Ordnung nrit 
einom Parameter genugen. Math. Anualon S(>, 1922. 

§49. II ill), Dber Reihenentwickl ungen nach Eigenfunktiouon linearer 
Differontialgleichungon zwoitor Ordnung. Math. Annalen 71, 1911. 

Hanpt, Dber die Kntwicklung einer willkurlicbon Funktion nacb deu 
Figenfiinktioiuin <l(m Turbulim/.problcms. {SitzungHlxu-ichte der Bayer. Aka- 
demie der WisHiHiHidinficm 1912. 

K lies or, BeHi.immung des Geacblocbta sj^ezieller ganzor transzendenter 
k'unki iorum. Jabresbericht der Deutseben Matb.-Vercinigung 24, 1916. 

§ 50. 11 ill), IntegraldarHbdhmgen willkurlie-bor Funktionen. Sitzungsber. 
d<‘.i* pliys.-med. Sozietilt Frlangcm 415, 1911. 

W(^yi, Obtu* ginvohnliche DilTerentialgleicbnngon mit Singularitaten 
tuid die zugc4n")rig(‘n Eiitwicklungen willkurlicber Funktionen. Math. An- 
nalen 08, 1910. 

§51. Hill), Dber gewiibnlicbe Differontialgleicbimgen mit Singula- 
ritaten tind die zugehitrigen Entwicklungon willkurlicber Funktionen. Math. 
Annalen 70, 1915. 

Betnehler, Obtu' Integraldaratellungcn , wolcho aus speziellen Band- 
wertprobbnnen bei gewidinlichen liiuairon homogenen Difforeutialgleiobimgen 
enlHpring('n. DiuBtu'taiion, Wurzburg 1914. 


Siebenter Abschnitt. 

§ 55 . Hebmidt, Math. Annalen OS, h. obon zum dritten Abschnitt. 

§ 55. Schmidt, Zur Tbeorie der linoaren und nicbtlinearen Integral- 
gleieh ungen. Math. Annalen 04, 1907. 

§ f»(>. Picard, Stir t|uel(mes applications do r6({uation fonctionelle de 
M. Fredholm. Hendiconti del circolo mat. di Palermo 22, 1906. 

§§ 58,59. Pltunelj, a. § 44 . Plemelj, Potontialtheoretische Unter- 
Hindiungtui. PreiaHchriften der J ablunowskischen Gestdlscbalt Nr. 40, 1911. 
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§ fl2. (iduriat, Eisberohas iur Iob ei|ual,it>nH iiiidgraltm 
Atiimki de k faoult^ des ioiamsos do 'IN>ul<»uHn (21 10, lOos. 

J. HtsKur* Zur Tlnaorio d(‘r iinoiu*t*n li<un(jgf‘nt‘ii Iiitegraiglcichungou. 
Miitlu AnmXmi 60, 1909. 

Laxidiborg, Thoorio der Klointmiartoilt^r liaouror Intogralgloichungon. 
Math. Aatiakn 69, 1910. 

§ 6B, Darboux, M6m. iur rapproximation dea fomdiotis dti iron gratid 
nombrea. daurnal do math. (B) 4 , 1B78. 

K« after, Ein Boitrag $:ur Theorio dor Intogralgloiohungeri. Ileiulictusii 
dal cireolo mat. di Paler ino 22, 1906. 
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